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RESUMO 

SILVA, Leonardo Rebouças de Andrade Trilho e. Santos, Leonardo Ribeiro dos. Estudo 

comparativo de geração de energia com sistemas não suaves utilizando materiais 

piezoelétricos. 2021. 74. Trabalho de Conclusão de Curso – Centro Federal de Educação 

Tecnológica Celso Suckow da Fonseca. Rio de Janeiro. Rio de Janeiro, 2021.  

Energia limpa tem sido um dos temas mais atuais quando se fala de pesquisas e avanços 

tecnológicos, dentro deste campo surgiram as pesquisas a respeito de colheita de energia, sendo 

está caracterizada pela captação, uso e armazenamento de energia proveniente de um ambiente. 

Dentro do campo de colheita de energia um dos métodos mais explorados é o da utilização de 

materiais piezoelétricos sujeitos à vibração. Baseado nesse universo, o trabalho em questão 

realiza uma análise de um método de colheita de energia que se aproveita da conversão da 

energia vibracional mecânica em energia elétrica. Com esse propósito, foi desenvolvido um 

modelo matemático capaz de simular um sistema de geração de energia não linear, composto 

de uma viga revestida de material piezoelétrico engastada em uma extremidade sujeita a 

vibrações, tendo nas proximidades de sua extremidade livre batentes mecânicos fixos a uma 

determinada distância da viga que representam não suavidades descontínuas. Dependo das 

condições impostas de carregamento mecânico na viga é possível que ocorram impactos nos 

batentes e com isto a viga pode gerar um potencial elétrico, ainda mais eficiente que em um 

sistema linear (sem a presença de batentes mecânicos), ampliando faixa de frequência em que 

a geração de energia é alcançada. Diferentes configurações foram testadas para otimização do 

sistema em função dos principais parâmetros de controle. O modelo matemático com um grau 

de liberdade consiste em um sistema massa, mola, amortecedor acoplado a um circuito elétrico 

para representar a viga piezoelétrica e com a presença de batentes mecânicos modelados como 

um sistema mola e amortecedor. Foram realizadas análises dos diagramas de bifurcação, seções 

de Poincaré e diagramas de fase para deslocamento, potências de entrada e saída e eficiência. 

E, por fim, uma análise comparativa de diferentes configurações de modo a gerar conclusões e 

possíveis otimizações no sistema com análises detalhadas dos resultados obtidos ao longo da 

pesquisa. 

 Palavras-chave: Colheita de energia. Geração de energia. Materiais piezoelétricos. 

Sistema não linear. 



 
 

 
 

ABSTRACT 

SILVA, Leonardo Rebouças de Andrade Trilho e. Santos, Leonardo Ribeiro dos. Comparative 

study of power generation with non-smooth systems using piezoelectric materials. 2021. 

74. Trabalho de Conclusão de Curso – Federal Center of Technological Education – Rio de 

Janeiro. Rio de Janeiro, 2021. 

Clean energy has been one of the most present topics when it comes to researching and 

technological advances. Within this field, research on energy harvesting has emerged, which is 

characterized by the uptake, usage and storage of energy from an environment. Within the field 

of energy harvesting, one of the most widespread methods is the use of piezoelectric materials. 

Based on this universe, the work in question analyzes energy harvesting as a method that takes 

advantage of the conversion of mechanical vibrational energy into electrical energy. For this 

purpose, a mathematical model was developed capable of simulating a non-linear energy 

generation system, composed of a beam coated with piezoelectric material embedded in one 

end subject to vibrations, having mechanical stops fixed to a determined area near its free end 

distance from the beam that represent non-discontinuous smoothness. Depending on the 

conditions imposed by mechanical loading on the beam, it’s possible for impacts to occur on 

the stops and the beam can generate an electrical potential, even more efficient than in a linear 

system, expanding the frequency range in which energy generation is achieved. Different 

configurations were tested to optimize the system according to the main control parameters. 

The mathematical model with a level of freedom consists of a mass, spring, damper system 

coupled to an electrical circuit to represent the piezoelectric beam and with the presence of 

mechanical stops modeled as a spring and damper system. Analysis of bifurcation diagrams, 

Poincaré sections and phase diagrams for displacement, input and output powers and efficiency 

were performed.  And, finally, a comparative analysis of different configurations in order to 

generate conclusions and possible optimizations in the system with detailed analysis of the 

results obtained during the research. 

Keywords: Energy harvesting. Power generation. Piezoelectric materials. Non-linear system. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 Uma das mais cruciais preocupações atuais no que diz respeito a qualidade de vida e 

perspectivas da humanidade é a produção de energia sustentável que minimize os impactos 

ambientais. Com o aumento da população global de forma exponencial, existe a necessidade 

real da diversificação e otimização da matriz energética imprescindível para suprir as 

necessidades globais. Dentre as opções de geração de energia, que impactam a natureza 

diretamente, e que são amplamente usadas atualmente, pode-se citar a queima de combustíveis 

fósseis, que sempre irão gerar gases nocivos à saúde humana, a energia hidroelétrica, que além 

de existir limitações geográficas para sua implantação, gera o alagamento de grandes regiões, 

ou o uso de materiais nucleares, como o urânio enriquecido, que tem no seu descarte uma 

dificuldade, além do risco da ocorrência acidentes nucleares, como os de Chernobyl, na 

Ucrânia, ocorrido durante a década de 80, e mais recentemente o de Fukushima, no Japão, no 

ano de 2011.  

 O uso dessas fontes de energia não renováveis, e que impactam não somente a 

humanidade, mas a fauna e a flora, chama a atenção de toda a comunidade internacional na 

busca do uso de energias renováveis, que venham a impactar de maneira não significativa 

aqueles que vivem no local de sua instalação. Dentre as opções, destacam-se o uso de moinhos 

de ventos para captação de energia pelo vento (GASCH; TWELE, 2002), a energia solar com 

a utilização de painéis fotovoltaicos, que convertem a luz solar em energia elétrica (IMHOFF, 

2007), ou pelo método de energia concentrada, até mesmo a movimentação de ondas no mar, 

que pode ser capaz de gerar quantidades significativas de geração de energia constantemente 

(KLOTZE, 2017). 

 Uma solução que vem sendo pesquisada cada vez mais é a implementação de 

dispositivos de colheita de energia, do inglês Energy Harvesting, constituídos de materiais 

piezoelétricos. Esses mecanismos vêm sendo analisados nas mais diferentes configurações, 

sempre buscando uma otimização para que se tornem cada vez mais eficientes. Esses estudos 

tiveram início em meados dos anos 1990 (WILLIAMS; YATES, 1996), e dentre os avanços 

podemos citar a inclusão do uso de vibrações induzidas por fricção (WANG et al., 2020), não 

suavidades no sistema  (AI et al., 2019), vigas engastadas que podem ser excitadas das mais 
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diversas maneiras, como por impacto (HALIM; PARK, 2014; HU et al., 2017;  ZHAO et al., 

2018), por magnetismo (XU et al., 2016, ZHAO et al., 2018a), amortecidos por magnetismo 

(SHIH et al., 2015; HU et al., 2018 e até mesmo por vibrações induzidas por vórtex de ondas 

do mar (DU et al., 2020) e por vibrações estruturais (AMINZAHED et al., 2020).  

 Se faz notório que a cada dia que passa a tecnologia envolvendo os materiais 

piezoelétricos avança cada vez mais, além da colheita de energia, essa categoria de materiais 

inteligentes podem ser usadas em atuadores em robôs (ZHOU; GRAVISH, 2020), como 

matéria prima para a criação de tapetes (GOMES et al., 2016) que podem ser utilizados das 

mais variadas maneiras no futuro. 

 

1.2 JUSTIFICATIVA 

 É sabido que os materiais piezoelétricos são caracterizados pela sua capacidade de 

geração de energia elétrica, sendo amplamente utilizados como sensores e atuadores em 

diversos campos da engenharia (PANAHI et al., 2020; LIU et al., 2018). Entretanto, um campo 

de utilização que vem crescendo exponencialmente é o de colheita de energia utilizando destes 

materiais, através da metodologia de conversão de esforços mecânicos para diferenciais 

elétricos, com aplicação em sistemas oriundos de fenômenos naturais, ou fenômenos 

provocados pelo homem, sendo aquele que utiliza das vibrações existentes nos mais variados 

sistemas do mundo atual. Esse campo de atuação vem avançando cada vez mais conforme o 

tempo vem passando, e com isso os mais diferentes métodos de ocasionar as vibrações tem sido 

utilizados nesse propósito.  

 Um dos desafios atuais é encontrar as configurações onde a geração de energia elétrica 

por meio desse método é potencializada ao seu máximo, seja pela aplicação cada vez mais 

prática e cotidiana dos modos de vibração, quanto com o avanço na pesquisa acerca da teoria. 

Baseado nisso, esse estudo toma como inspiração a conversão da energia vibracional mecânica 

em energia elétrica através de um sistema não linear, onde esses sistemas vêm demonstrando a 

possibilidade de expansão de sua faixa de operação. Diferentes métodos vêm sendo estudados 

como o uso de estruturas biestáveis (ERTURK; INMAN, 2011), usando pré-carga mecânica 

(LELAND; WRIGHT, 1985), incluindo a massa simétrica da ponta (BAI et al., 2014), com o 

uso sinergético de outros materiais inteligentes (SILVA et al., 2015) variando a geometria 

estrutural do dispositivo (FRISWELL et al., 2012) e incluindo batentes mecânicos (BASSET 

et al., 2014). No último caso, o uso de batentes mecânicos nas proximidades de uma viga 
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piezoelétrica, tema deste trabalho, demonstra ser capaz de alterar fortemente a dinâmica do 

sistema e aumentar a energia coletada (FRISWELL et al., 2012). 

     

1.3 OBJETIVOS 

 O estudo em questão tem como propósito a formulação de um modelo matemático que 

descreva a geração de energia com um dispositivo piezoelétrico composto de uma viga 

revestida de material piezoelétrico engastada em uma extremidade sujeita a vibrações, tendo 

nas proximidades de sua extremidade livre batentes mecânicos fixos a uma determinada 

distância da viga que representa não suavidades descontínuas. O modelo matemático de um 

grau de liberdade consiste de um sistema massa, mola, amortecedor acoplado a um circuito 

elétrico para representar a viga piezoelétrica e com a presença de batentes mecânicos modelados 

como um sistema mola e amortecedor. As equações de movimento e elétricas foram resolvidas 

numericamente através do método Runge-Kutta de 4ª ordem e foram realizadas análises através 

de diagramas de bifurcação, seções de Poincaré e diagramas de fase para deslocamento, 

potências de entrada e saída e eficiência variando diferentes parâmetros, como amplitude e 

frequência de vibração, distância dos batentes mecânicos em relação a viga piezoelétrica e 

rigidez dos batentes mecânicos.  

 A partir disto serão então exploradas diferentes configurações para que se encontre 

aquela em que o sistema se encontre mais otimizado, isso tudo em função dos principais 

parâmetros de controle do grupo viga piezoelétrica, batente e oscilador. Ao final disso tudo será 

realizado um estudo dos resultados obtidos ao longo da pesquisa com o intuito de encontrar 

aquele que é o modelo mais próximo do ideal. 

 Esse trabalho é constituído de nove capítulos. O primeiro deles, se apresentam as 

motivações e justificativas pela escolha do tema além dos objetivos a serem alcançados. Em 

seguida, no segundo capítulo, é discutida uma revisão bibliográfica, abordando os trabalhos 

acerca do conceito de colheita de energia e suas metodologias, assim como seus avanços com 

o passar dos anos. 

 No terceiro capítulo é apresentada uma fundamentação teórica, onde se aprofunda o 

tema da piezoeletricidade, como ela surgiu e para onde ela está indo atualmente, além da 

metodologia de colheita escolhida para ser pesquisada. No quarto capítulo será apresentada uma 

modelagem matemática do sistema, mostrando as principais equações que o regem. 
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 No quinto capítulo são abordados os resultados matemáticos, abordando a não 

linearidade do sistema e seus métodos numéricos utilizados. No sexto capítulo é mostrada a 

implementação numérica e os resultados simulados do sistema. 

 No sétimo capítulo são apresentadas parametrizações, em busca daquela que é a melhor 

configuração do sistema proposto para a obtenção de energia.  

 No oitavo capítulo são apresentadas as principais conclusões acerca dos resultados 

apresentados. E por fim, no nono capítulo, são apresentadas as referências bibliográficas que 

pautam a pesquisa. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 Neste capítulo serão discutidos as metodologias de colheita de energia, e como as 

metodologias tem avançado com o passar dos anos, desde os seus primeiros passos nas últimas 

décadas (CRAWLEY; ANDERSON, 1990; WILLIAMS; YATES, 1996) até pesquisas atuais 

como DU et al., (2020) e seu sistema de captação através de vórtex provocados por ondas do 

mar. 

 O conceito de colheita de energia, do inglês “Energy Harvesting” é extremamente vasto, 

englobando assuntos como a utilização e desenvolvimento de metodologias de conhecimento 

geral como a eólica, solar e hidrelétricas. Durante a última década avanços significativos foram 

testemunhados no campo de tecnologias referentes a colheita de energia, do inglês Energy 

Harvesting, por meio da utilização de materiais inteligentes transformando assim esses 

materiais capazes de realizar tal feito em alternativas realistas para outros dispositivos, devido 

a sua capacidade de fornecer energia continuamente para dispositivos de baixa potência, como 

sensores wireless, na transmissão de dados, em atuadores e até mesmo implantes médicos (LIU 

et al., 2018). 

 Existem três principais maneiras de converter a energia vibracional mecânica em 

energia elétrica, sendo elas através de materiais eletromagnéticos, eletroestáticos e 

piezoelétricos. Devido a isso os materiais piezoelétricos vem se tornando a alternativa número 

um quando se trata do assunto colheita de energia pela sua estrutura simples, alta densidade 

energética, ou seu potencial de tempo de operação, além da não interferência eletromagnética 

(ZHAO et al., 2018a). 

 

2.1 SISTEMAS LINEARES 

Recentemente, muitos estudos têm sido desenvolvidos a fim de realizar progressos no 

campo de colheita de energia a partir de sistemas lineares, seja através da metodologia da 

colheita (excitação de base, atuação de forças externas ou fenômenos naturais), ou como a 

geometria do transdutor altera os parâmetros, indo até a novas modelagens matemáticas (TAN 

et al., 2016; FRISWELL; ADHIKARI 2010) 

Colher energia elétrica a partir de sistemas lineares é uma tarefa mais simples do que a 

partir de dispositivos não lineares sob o ponto de vista de estruturação do sistema. Um dos 
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esquemáticos mais comuns quando se trata de sistemas lineares de colheita de energia por 

piezoeletricidade por vibrações são os estudos em vigas piezoelétricas em configuração 

“Cantilever”, já que grande parte da tensão mecânica pode ser produzida no material durante a 

vibração (LIU et al., 2018) 

 Colhedores de energia piezoelétricos baseados em vigas Cantilever vem sendo 

propostos para fornecer energia de forma durável a dispositivos MEMS, sistemas 

microeletromecânicos, do inglês Micro-electro-mechanical Systems, e sensores wireless para 

monitoração estrutural e ambiental, regulação e controle de sistemas luminosos e de calor, em 

estruturas civis, e comunicação entre redes ad hoc veiculares e sistemas de monitoramento da 

saúde humana (TAN et al., 2016). O esquemático das metodologias de funcionamento de uma 

viga em configuração Cantilever e seus principais métodos de esforços estão ilustrados na 

figura 1. 

 

Figura 1: Esquemático de (a) um sistema de colheita de energia em configuração cantilever com duas 

camadas de material piezoelétrico sob (b) excitação de base, (c) vibrações galopantes e (d) vibrações auto 

paramétricas. Fonte: adaptado de Tan et al., (2016). 

 Erturk e Inman foram responsáveis por desenvolver em suas pesquisas modelos 

matemáticos que descreviam as equações que regem o movimento de vigas do tipo Cantilever, 

evidenciando também a dificuldade em se utilizar métodos simplificados na descrição de 

equipamentos para colheita de energia piezoelétricos. (ERTURK; INMAN, 2008ª; ERTURK; 

INMAN, 2008; ERTURK; INMAN, 2008b; ERTURK et al., 2009; ERTURK; INMAN, 2009). 

 Friswell e Adhikari (2010) contribuíram na pesquisa com um modelo de viga que segue 

o sistema de excitação de base onde, onde essa base sofreria movimentos tanto translativos 

quanto rotacionais, além disso, utilizaram transdutores piezoelétricos com diferentes formatos. 

Eles concluem que a alteração de formato resulta em diferentes capacitâncias e o fator de 

acoplamento eletromecânico do material piezoelétrico, alterando assim a potência obtida para 

as diferentes formas. 
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 Tan et al., (2016) segue a pesquisa de vigas Cantilever com movimentos de base, onde 

conclui-se que a utilização do fator de acoplamento eletromecânico altera a frequência natural 

e o fator de amortecimento, provocando assim mudanças na quantidade de potência coletada 

no sistema pelo colhedor de energia piezoelétrico, propondo assim uma nova metodologia 

matemática para o sistema Cantilever. Os autores mostraram resultados de variações de 

potência obtida em função da frequência de excitação para diferentes fatores de acoplamento 

eletromecânico mostrando a importância dos das características constitutivas do sistema.   

 Vibrações induzidas por galope tem como características a alta oscilação da amplitude 

além do alto alcance de operação da velocidade do escoamento externo (gases e líquidos). 

Devido a isso coletores de energia por vibrações galopantes tem sido explosivamente 

pesquisados. Um modelo convencional de GPEH (Galloping Piezopelectric Energy Harvest) é 

composto por um corpo maciço anexado a ponta de uma viga de configuração Cantilever com 

um transdutor piezoelétrico (HU et al., 2021). Uma configuração padrão de GPEH pode ser 

vista na figura 3.   

 

Figura 2: Esquemático de um sistema GPEH sob atuação do vento. Fonte: adaptado de Hu et al., (2021). 

 Hu et al., (2021) realizou um estudo onde o corpo se descreve um sistema de viga 

cantilever com um transdutor piezoelétrico sob atuação de vibrações galopantes provocadas 

pela ação do vento além da ação de um sistema vigas parasitas com massas alocadas em suas 

pontas, com isso desenvolveu modelos de múltiplos graus de liberdade (MDOF – Multiple-

Degree-Of-Freedom) e com um grau de liberdade (SDOF – Single-Degree-Of-Freedom). Com 

essas duas configurações obteve resultados da ordem de 171.2% da geração de energia em 

comparação com sistemas convencionais GPEH. 
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2.2 SISTEMAS NÃO-LINEARES 

 Sabe-se que os sistemas lineares, quando se encontram próximos a sua frequência 

natural, conseguem o máximo de geração de energia. No entanto, sob um ponto de vista prático, 

esse modelo torna-se menos eficiente, uma vez que as condições ambientes sempre provocam 

mudanças de frequência, onde esses desvios, ocasionam uma perda significativa quando do 

rendimento, por se tratar de um sistema de banda estreita (AI et al., 2019). Mesmo após 

mudanças de configurações, como a inserção de massas concentradas na extremidade dos 

dispositivos, para sintoniza a frequência natural com a frequência do ambiente externo, isso não 

solucionou o problema, uma vez que não há uma sintonização da frequência natural em tempo 

real (COSTA, 2020). Com isso, não linearidades têm sido induzidas intencionalmente, de modo 

a superar essa limitação (R PATEL et al., 2014).  

 Uma grande ramificação das linhas de estudos sobre materiais piezoelétricos se originou 

da busca por maior rendimento estudando os efeitos não lineares constitutivos. Como 

demonstrado por Rocha (2014), foram feitos avanços significativos a partir dos experimentos 

primordiais de Crawley e Anderson (1990), que mostrou efeitos das não linearidades 

constitutivas observadas nos limites de grandes deformações mostram que o coeficiente 

piezoelétrico (d31) varia consideravelmente em relação a aproximação linear que o considera 

constante. Esse gráfico pode ser observado na figura 4. A maioria dos modelos matemáticos 

para materiais piezolétricos utiliza a aproximação linear para este parâmetro, o que resulta em 

grandes desvios quando comparados com resultados experimentais na região de ressonância.  

 

Figura 3: Gráfico do comportamento experimental do coeficiente piezoelétrico em função da deformação. 

Fonte: adaptado de Crawley e Anderson (1990). 
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 Baseado no resultado, (TRIPLETT; QUINN, 2009; SILVA et al., 2015) desenvolveram 

um modelo matemático levando em consideração o coeficiente piezoelétrico como uma função 

analítica que depende da deformação do material. Este resultado mostrou que é possível obter 

melhores correlações numérico-experimentais. 

 Uma outra forma de não linearidade inclui o uso de forças magnéticas nas proximidades 

de uma viga piezoelétrica. Erturk e Inman (2008) contribuíram com estudos de sistemas 

piezomagnetoelásticos. Os autores observaram que a introdução de forças magnéticas levava o 

sistema a órbitas de alta energia em uma ampla faixa de frequências de vibração. Simulações 

numéricas foram feitas e validadas experimentalmente. Observou-se que configuração 

piezomagnetoelástica gera maiores magnitudes de energia com respostas caóticas em 

comparação com as aplicações piezoelásticas comuns em várias faixas de frequências. 

Com as pesquisas de Ramlan et al. (2008), foram investigados os efeitos da inserção de 

uma não linearidade via mola para simular os efeitos magnéticos, com o sistema sendo 

representado pela equação de Duffing: 

𝑥̈ +  𝛿𝑥̇ +  𝛼𝑥 +  𝛽𝑥3 =  𝛾cos (𝜔𝑡) (1) 

 

onde 𝑥 é o deslocamento, 𝛾 a aceleração, 𝜔 a frequência angular, 𝑡 o tempo e os parâmetros 𝛼 

de 𝛽 definem o tipo de mola. Dependendo do sinal de 𝛼 é possível simular sistemas 

monoestáveis e biestáveis (SAVI, 2006). A introdução de forças magnéticas no sistema de 

geração de energia pode levar a biestabilidade, introduzindo comportamentos não lineares 

capazes de otimizr o sistema. Os resultados mostraram que a largura da banda aumentou, porém 

com o pico de tensão gerada foi semelhante ao sistema linear.  

O uso de imãs também foi explorado por Daqaq (2010) e Ferrari et al., (2010), que 

também contribuíram com esse tópico ao realizar um extenso trabalho onde mostra que o 

sistema de piezomagnetoelástico também pode ser modelado através do sistema Duffing 

modificado, e ainda traçou as relações entre as forças magnéticas atuantes no sistema e os 

coeficientes não-lineares de rigidez presentes na força de restituição de sistemas tipo Duffing 

(COSTA, 2020). 

Com estudos mais recentes de Tang et al, (2012), fica claro o potencial que a inserção 

de não linearidades pode ter em questão de eficiência, onde obteve-se resultados expressivos 

com o uso de um oscilador magnético no lugar de um imã fixo, mostrando uma melhoria de 
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100% em largura de banda e de 42% na potência de pico em uma aceleração de 2m/s² sobre o 

sistema linear e com imã fixo. Com esses significativos resultados, estudos e pesquisas 

cresceram cada vez mais quanto ao potencial vantajoso que a inserção de não linearidades tem 

não só na otimização da   extração e armazenamento de energia, como também na modelagem 

de estruturas (AI, 2018). 

Resultados expressivos também foram obtidos pelo conhecido estudo de Erturk et al., 

(2009), com a não linearidade de seu sistema que consiste em viga Cantilever ferromagnética 

com imãs acoplados nas extremidades da base, e pode ser descrito matematicamente como uma 

versão do sistema Duffing modificada, onde os primeiros resultados demonstraram um aumento 

de 200% na amplitude de tensão gerada (ERTURK; INMAN, 2011; COSTA, 2020). 

 Outra forma comum de superar a sensibilidade do sistema devido a baixo desempenho 

e ajustes incorretos em baixa frequência, segundo Ramlan et al., (2012), usando a não 

linearidade, é uma rigidez cúbica, além de uma rigidez linear, que em conjunto com a massa 

inercial, formam um oscilador Duffing, que pode ser dividido em 3 modos de operação. Modo 

de endurecimento, biestável e amolecimento, onde os dois primeiros são comumente usados 

para colheita de energia. Cellular et al., (2019) também demonstrou um estudo sobre a não 

linearidade de maneira extremamente didática, em que mostra a consideração da força de 

restituição do tipo Duffing, gerando sistemas monoestáveis e biestáveis, no caso, a base de 

imãs. A magnitude e natureza da não linearidade pode ser alteradas com a concepção do imã. 

Os imãs da base, quando esta sofre excitação, oscilam dentro do potencial do imã fixo formando 

a função não linear. O esquema em questão é mostrado na figura 5. 

 

Figura 4: Esquema de equipamento biestável de colheita piezo-magneto-elástica. Fonte: adaptado de 

Cellular et al., (2019). 
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Olhando-se pelo ponto de vista de frequências em sistemas não lineares, um estudo 

recente de Pereira et al., (2018), onde se analisa sistemas não lineares quanto a diferentes tipos 

de vibração, harmônica, que representa ondas periódicas no tempo, randômica usando períodos 

aleatórios, e harmônica-randômica, onde se alternam as vibrações e se verifica as potências 

geradas por cada sistema. Foi verificado nos experimentos, que esta última é a onde se tem o 

melhor aproveitamento. 

O conceito de histerese é indispensável ao se tratar de colheita de energia de forma não 

linear. Esse fenômeno ocorre em materiais dos mais diversos, incluindo os piezoelétricos, e traz 

não linearidades causada pela histerese. (JALILI, 2010). Os materiais com memória de forma 

(SMA, Shape Memory alloy) em uso sinérgico com os piezoelétricos aumentam a colheita de 

energia, com a transformação da fase martensítica explorando a alteração de rigidez e energia 

dissipada (AI, 2018). Como mostrado por Silva et al., (2015a), que aplicou uma análise 

numérica de um sistema SMA-piezoelétrico com o objetivo de analisar a colheita de energia, 

onde se estendeu com sucesso a faixa operacional do sistema. (RHIMI; LAJNEF, 2012) 

também obtiveram sucesso na integração entre SMA-piezoelétricos, onde a potência e a 

presença foram analisadas em uma viga com camadas piezoelétricas e inclusões de SMA’s, 

mostrando uma otimização dos resultados graças ao comportamento não linear e histeréticos 

deste último. 

Outra maneira amplamente utilizada de inserção de não linearidades para otimização da 

colheita de energia é o uso sistemas dinâmicos de não-amortecimentos, que apresentam uma 

descrição matemática complexa e incomum. (SILVA, 2019). Esse ponto de vista foi explorado 

no trabalho de (SOLIMAN et al., 2008), de modo a encontrar importantes resultados que 

demostraram que os parâmetros de velocidade da viga em balanço no ponto de impacto, pela 

relação de rigidez do suporte rígido e elemento piezoelétrico, onde em seu experimento 

utilizaram um batente, com essa utilização também sendo chamada de não-suavidade. Os 

resultados de Vijayan et al., (2014), que desenvolveu um sistema de vibração e impacto não 

linear e não-suave, com a capacidade de converter respostas de baixa frequência a altas 

frequências evidenciou uma resposta sensível e pequenas amplitudes de aceleração. 

Com isso, sistemas não suaves, que serão os explorados nesse trabalho, podem ser por 

atrito, impacto e folgas, e são explorados para aumentar a largura de banda do dispositivo, 

apesar de que potência de saída média aumenta com excitações mecânicas e satura a níveis 

elevados (AI, 2018). Karpenko et al., (2002), realizou estudos sobre não suavidades e seus 
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efeitos sobre um sistema de um rotor com dois graus de liberdade sujeita a impactos por 

vibrações forçadas onde as forças surgem de uma folga radial. Contribuíram com tal pesquisa 

mais recentemente, Liu et al., (2017), que desenvolveram um modelo dinâmico de dois graus 

de liberdade com um contato de fricção unilateral é construído para uma das estruturas 

acionadas por fricção, onde essa não suavidade é analisada por simulações númericas para seus 

diferentes modos de operação. Outra contribuição foi feita por Sengha et al., (2020), onde um 

sistema com comportamento de coletor de energia é modelado por osciladores acoplados não 

suaves submetidos a excitações harmônicas e aleatórias, onde os resultados mostraram que essa 

técnica se mostrou extremamente eficaz, assim como nos resultados de Rysak el al., (2014), 

onde foi proposto uma liga de alumínio com camadas de material piezoelétrico, submetida a 

excitação harmônica, onde a inclusão de um suporte aumentou a faixa de frequência para uma 

potência de saída com altos valores. 

Portanto, os trabalhos e pesquisas desenvolvidos acerca da colheita de energia por 

materiais piezoelétricos com a inserção de não linearidades se mostram com um enorme 

potencial. As perspectivas para esse ramo de pesquisa sob o ponto de vista prático são 

extremamente positivas. Alguns exemplos são dos mais simples, de palmilhas de tênis e saltos 

(MATEU; MOLL, 2006) (HOWELLS, 2009), alças de mochila (GONÇALVES, 2011), pisos 

de boates e catracas (CELLULAR, 2016), aplicações biomédicas (ALI et al., 2019), moinhos 

de ventos (PRIYA, 2005) e movimentos naturais do corpo humano (ELTANANY et al., 2017) 

até exemplos mais complexos utilizados em pesquisas avançadas como as demonstradas nesse 

capítulo, que teve como objetivo demonstrar os avanços históricos nas pesquisas, experimentos 

e aplicações de materiais piezoelétricos. 

O modo não linear e não suave de colheita de energia serão abordados nos próximos 

capítulos, onde será feito o desenvolvimento de um sistema, o mapeamento dinâmico deste, 

além da análise de sua performance. 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

Com o aprofundamento do tema desse trabalho, se faz necessário o aprofundamento 

de conceitos fundamentais para o entendimento do conteúdo e teoria. 

 

3.1 PIEZOELETRICIDADE 

A Piezoeletricidade (que tem em seu próprio nome de origem grega para “Eletricidade 

por pressão”) e seus efeitos começaram a ser conhecidos com Jacques e Pierre Cure, em 1880, 

ao observarem que certos cristais, como Quartzo, Topázio e Turmalina, quando submetidos a 

esforços mecânicos, podiam gerar potencial elétrico pelas tensões mecânicas aplicadas. Um ano 

depois, em 1881, Jonas Lippmann, pressupôs o efeito inverso, isso é, que os cristais 

deformariam expostos a determinados potenciais elétricos, suposição essa que foi comprovada 

em 1889 pelos mesmos irmãos Curie. No entanto, ao passar dos anos, percebeu-se que o efeito 

piezelétrico nesses cristais é relativamente baixo, e iniciou-se o aprofundamento no assunto, 

onde se procurou a origem do efeito piezoelétrico.  

 

Figura 5: Cristais Piezoelétricos – Topázio, Quartzo e Turmalina, respectivamente. 

No decorrer dos avanços das pesquisas em relação a esses materiais, descobriu-se que a 

piezoeletricidade está diretamente relacionada com a ausência do centro de simetria nas células 

unitárias dos cristais, isso é, as cargas positivas e negativas podem se movimentar, o que gera 

dipolos elétricos. O efeito Piezoelétrico tem relação com a quantidade e alinhamento dos 

dipolos elétricos presentes no material.  

Dessa forma com uma polarização induzida, esses dipolos são reorientados por meio da 

elevação acima da temperatura de Curie tornando uma estrutura centro simétrica e 

despolarizando-a. Em seguida, é aplicado um campo elétrico de modo a direcionar a polarização 

e deformando a estrutura cristalina, promovendo a assimetria do centro, e o material é enfim 
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resfriado com o campo ainda presente, orientando os dipolos de modo a aumentar o alinhamento 

e por consequência, o acoplamento eletromecânico. A figura 7 mostra a orientação dos dipolos 

nesse processo de polarização, de modo que ao fim desse, os dipolos se encontram 

consideravelmente alinhados  

 

Figura 6: Processo de Polarização de Materiais Piezoelétricos (a) Antes (b) Durante e (c) após a 

polarização. Fonte: adaptado de Tan (2011). 

A figura 8 mostra a estrutura cristalina com a polarização entre os átomos, onde 

resumidamente, é responsável pelo efeito piezelétrico. Circulado em vermelho, a simetria e 

posterior assimetria do centro, em uma estrutura cristalográfica de PZT durante o processo de 

polarização, em uma temperatura acima do ponto de Curie, e a outra abaixo respectivamente. 

 

Figura 7: Estrutura cristalográfica PZT. Fonte: adaptado de Piezoelectric Ceramics: Principles and 

Applications, APC International. 

Em resumo, os materiais piezoelétricos devem possuir ou naturalmente, ou por meio de 

um processo de polarização, arranjos cristalográficos assimétricos que permitam a 

movimentação de cargas, de modo que sejam gerados dipolos elétricos. Quando sofrem 

pressões mecânicas, deixando átomos mais próximos ou mais afastados, o balanço energético 

entre cargas positivas e negativas é afetado, gerando uma diferença de potencial, como no caso 

do efeito direto. 



26 
 

26 
 

 

Figura 8: Efeito Piezelétrico Direto. Fonte: CERAMTEC 2013. 

 Onde o contrário também ocorre, isso é, a deformação mecânica quando exposto a um 

potencial elétrico. 

 

Figura 9: Efeito Piezelétrico Indireto. Fonte: CERAMTEC 2013. 

 

3.2 MODOS DE OPERAÇÃO 

 No estudo de materiais piezoelétricos, geralmente são utilizadas modelagens, onde o 

caso mais estudado é o de vigas. Para isso, segundo Ralib (2010), por convenção, a direção 

positiva de polarização é usualmente escolhida para ser coincidente ao eixo 3, como mostrado 

na imagem. 

 

Figura 10: Eixos de um material piezelétrico. Fonte: adaptado de Yang et al, (2018). 

 Dois modos de operação e análise geralmente se destacam e são considerados os 

principais, são estes chamados d31 e d33.  
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Segundo Alves et al., (2018), d31 é o modo mais utilizado e destaca-se em uma estrutura 

de viga de flexão, onde a direção da polarização é “3” o que mostra a perpendicularidade do 

campo elétrico a tensão aplicada em 1.  

 

Figura 11: Modo de operação d31. Fonte: adaptado de Yang et al, (2018). 

Já o modo d33 possui tanto a tensão quanto o campo elétrico na mesma direção, sendo 

muito utilizado em aplicações de tração e compressão. 

 

Figura 12: Modo de operação d33. Fonte: adaptado de Yang et al, (2018). 

 

3.3 EFEITO DIRETO 

Sabe-se que, quando um material sofre uma tensão axial (T) em um regime elástico, o 

material sofre uma deformação (S), linear constante, o que resulta em uma reta cuja inclinação 

é representada pelo módulo de Young (Y).  

 

Figura 13: Relação entre Tensão e alongamento. Fonte: adaptado de Leo (2007). 
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Essa relação é mostrada pela equação: 

𝑆 =
1

𝑌
𝑇 = 𝑠𝑇 

(2) 

No entanto, essa equação não engloba totalmente os materiais Piezoelétricos. Quando 

se aplica uma tensão mecânica neste, surgem os dipolos elétricos e consequentemente um fluxo 

de cargas. Isso é, além de se alongar como no caso anterior, existe também um deslocamento 

elétrico (D) a ser considerado. Esse deslocamento tem relação também com a carga elétrica (q) 

e a área da superfície (Ap).   

 

Figura 14: Relação entre Tensão e deslocamento elétrico. Fonte: adaptado de Leo (2007). 

Desse modo, a equação constitutiva de materiais piezoelétricos para o efeito direto seria: 

𝐷 = 𝑑𝑇 (3) 

Onde, nesse caso, o “d” é o coeficiente piezoelétrico de deformação (C/N), que define 

a amplitude do deslocamento elétrico em função da tensão mecânica, ou da deformação em 

função do campo elétrico (como será apresentado no efeito indireto a seguir).   

3.4 EFEITO INVERSO 

 Como já exposto, o efeito piezelétrico inverso é promovido pela deformação desse 

quando exposto a um campo elétrico. Ou seja, quando aplicado um potencial elétrico, por meio 

de eletrodos fixados nas diferentes extremidades do material, de modo a polarizar esse. Dessa 

forma, é feita a relação do campo elétrico gerado (E), com o deslocamento elétrico (D) e a 

constante de proporcionalidade é a permissividade elétrica (𝜀): 

𝐷 = 𝜀𝐸 (4) 

Novamente, o efeito se mostra linear até a saturação de dipolos, próximo ao que ocorre 

no efeito direto. 
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Figura 15: Relação entre Deslocamento elétrico e Campo Elétrico. Fonte: adaptado de Leo (2007). 

Aplicando-se valores baixos de campo elétrico, veríamos uma linear e constante relação, 

dessa vez com a deformação mecânica (S). 

 

Figura 16: Relação entre Campo elétrico e alongamento. Fonte: adaptado de Leo (2007). 

Onde usa-se novamente como constante o coeficiente piezelétrico. 

𝑆 = 𝑑𝐸 (5) 

3.5 EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS 

Dessa forma, pode-se resumir as equações constitutivas no regime linear como a 

expressão matemática de duas variáveis mecânicas tensão (T) e deformação (S), e duas variáveis 

elétricas, campo elétrico (E) e deslocamento elétrico (D). - 

 De modo a resumir, pode-se escrever em forma de matriz as relações entre as variáveis 

e constantes que agem no efeito piezelétrico, também conhecidas como equações constitutivas: 

{
𝑆
𝐷

} = [
𝑠 𝑑
𝑑 𝜀

] {
𝑇
𝐸

} (6) 
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4 MODELO MATEMÁTICO 

 

A configuração proposta é baseada em uma viga tipo cantilever (viga de material 

convencional recoberta com uma camada de material piezolétrico, conforme mostrado na 

Figura 17). Quando as excitações mecânicas são aplicadas à estrutura, o cantilever vibrará, 

levando a uma curvatura que esticará e comprimirá a camada piezoelétrica colada em sua 

superfície. Como resultado, na superfície superior e a superfície inferior do filme piezoelétrico 

(eletrodos) irão reunir cargas elétricas de acordo com os princípios dos efeitos piezoelétricos, 

assim, a conversão de energia de vibração em energia elétrica pode ser realizada através de um 

circuito elétrico não representado na Figura 17. Nas proximidades da extremidade da viga estão 

batentes mecânicos posicionados a uma distância d1 e d2 da viga. Dependendo das condições 

de vibração, é possível que a viga impacte nos batentes resultando em um comportamento não 

linear. 

 

Figura 17: Proposta do dispositivo de geração de energia na presença de batentes mecânicos. 

Com base da configuração do dispositivo de geração de energia  (Figura 17), o modelo 

de parâmetros concentrados é construído conforme mostrado na Figura 18. O modelo 

matemático do sistema de colheita de energia consiste de um oscilador mecânico acoplado a 

um circuito elétrico através de um elemento piezelétrico.  
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Figura 18: Modelo arquétipo do sistema para colheita de energia. 

 É possível observar que o sistema considera a massa 𝑚, com uma rigidez 𝑘 além de um 

coeficiente de amortecimento 𝑐 para o conjunto acoplado ao oscilador mecânico, que é o 

elemento piezoelétrico. Esse oscilador está sujeito à uma excitação de base, que é denominada 

de 𝑢(𝑡), o deslocamento da massa é designado por 𝑦(𝑡) e o deslocamento da massa em relação 

à base é dado por 𝑧(𝑡).  

 O acoplamento eletromecânico do material piezoelétrico é representado por 𝜃, e sua 

capacitância 𝐶𝑝. O circuito elétrico é representado por um resistor elétrico 𝑅, onde pode-se 

observar a existência do da corrente elétrica, representada pela letra 𝑖, a partir disso, é possível 

obter resultados para a diferença de potencial elétrico, denominado de 𝑉. 

 Para a aplicação da não linearidade ao sistema, os batentes mecânicos foram 

representados por um sistema mola-amortecedor, onde estes possuem suas próprias rigidez e 

coeficientes de amortecimento. Para o batente superior a rigidez é 𝑘𝑠1 e o coeficiente de 

amortecimento 𝑏𝑠1, já para o batente inferior,𝑘𝑠2 e 𝑏𝑠2 para a rigidez e coeficiente de 

amortecimento, respectivamente. 



32 
 

32 
 

 Levam-se também em consideração as distâncias entre a massa e os elementos de 

batente, sendo estas representadas por 𝑑1 e 𝑑2 para os espaçamentos superior e inferior 

respectivamente. 

 A partir dos termos descritos acima, é possível descrever as equações diferenciais de 

movimento através destes, com ou sem impactos, além disso, é possível descrever a equação 

diferencial elétrica para circuitos RC de acordo com o material piezoelétrico. Considera-se um 

forçamento harmônico de base dado pela equação 𝑢̈ =  𝛿sen (𝜔𝑡), onde 𝛿 é considerada a 

amplitude de aceleração da base.  

  

As equações de movimento do sistema podem ser vistas a seguir: 

𝑚𝑧̈ + 𝑏𝑧̇ + 𝑘𝑝𝑧 − 𝜃𝑉 = −𝑚𝑢̈ → 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛ã𝑜 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡𝑜 (7) 

𝑚𝑧̈ + (𝑐 + 𝑐𝑠1)𝑧̇ + (𝑘𝑝 + 𝑘𝑠1)𝑧 − 𝜃𝑉 = 𝑘𝑠1𝑑1 − 𝑚𝑢̈ → 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 > 𝑑1 (8) 

𝑚𝑧̈ + (𝑐 + 𝑐𝑠2)𝑧̇ + (𝑘𝑝 + 𝑘𝑠2)𝑧 − 𝜃𝑉 = 𝑘𝑠2𝑑2 − 𝑚𝑢̈ → 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 < − 𝑑2 (9) 

 Sendo assim, a equação diferencial elétrica para as três possibilidades pode ser descrita 

de acordo com a equação abaixo: 

𝜃𝑧̇ + 𝐶𝑝𝑉̇ +
1

𝑅
𝑉 = 0 

(10) 

 Sabe-se que a potência elétrica instantânea pode ser calculada através de 𝑃 =
𝑉2

𝑅
, além 

disso, as potências médias, tanto de entrada, que é a potência mecânica do sistema, quanto de 

saída, que é a potência elétrica do sistema, são definidas de acordo com a medida estatística do 

valor eficaz root mean square, ou RMS. Para sistemas não lineares, é recomendado o uso dessa 

medida devido a utilização de equações variáveis contínuas, além da possibilidade da 

ocorrência de comportamentos sem periodicidade. As equações para essas potências podem ser 

vistas abaixo: 

𝑃𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 = √
1

𝑡
∫ [(𝑚𝑢̈)𝑧̇]2𝑑𝑡

𝑡

0

 (11) 

𝑃𝑠𝑎í𝑑𝑎 = √
1

𝑡
∫ (

𝑉2

𝑅
)

2

𝑑𝑡
𝑡

0

 (12) 

 A partir das potências de entrada e de saída do conjunto, torna-se possível o cálculo da 

eficiência do sistema através da comparação dos valores obtidos para estas, através do seguinte 

equacionamento: 
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𝜂 =
𝑃𝑠𝑎í𝑑𝑎

𝑃𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎
 

(13) 

 Foram considerados alguns parâmetros iniciais, demonstrados por Kim et al., (2010), 

para que fossem definidos valores iniciais constantes do material piezoelétrico, são esses: 

• 𝑚 = 0,00878 𝑘𝑔 

• 𝐶𝑝 = 4,194 × 10−8𝐹 

• 𝑅 = 100 × 103 Ω 

• 𝑐𝑠 = 0,2198821 
𝑁𝑠

𝑚
 

• 𝑘𝑝 = 4150 
𝑁

𝑚
 

• 𝜃 = −004688 𝑁𝑉−1 

• 𝛿 = 2,5
𝑚

𝑠2  

 Para fins de simplificação do sistema, foi considerado que o valor da constante de 

amortecimento dos batentes será igual ao valor da constate de amortecimento da viga 

piezoelétrica. Foram realizadas simulações numéricas variando diferentes parâmetros para 

verificar o comportamento dinâmico do sistema. O deslocamento máximo, deslocamento médio 

a potência média de saída e a eficiência em função da frequência são analisados, assim como 

os espaços de fase. Para isto, foram adotados diferentes valores de rigidez de suporte em função 

do parâmetro adimensional 𝛽 =
𝑘𝑠

𝑘𝑝
 e diferentes distâncias entre os batentes e a massa, 𝑑1 e 𝑑2. 

 Através de todos os equacionamentos, simplificações e constantes, previamente citadas, 

é possível a realização de simulações numéricas para as três situações de interesse do trabalho, 

sendo estas, um modelo sem impacto, um outro apenas com um batente superior e por fim um 

último onde ocorre a ação de duas não linearidades, isto é, dois batentes, sendo um acima e 

outro abaixo da massa.  
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5 RESULTADOS OBTIDOS NUMERICAMENTE 

  

 As simulações exploraram diversos cenários, a fim de cobrir uma grande gama de 

possibilidades para que seja possível verificar qual o sistema que é mais eficiente dentre as 

condições inicialmente apresentadas 

 Para que seja possível obter os resultados numéricos, foi desenvolvida uma rotina 

matemática dentro do software “Force 2.0”, que utiliza a linguagem “Fortran”, onde 

implementou-se um algoritmo que utiliza do método de integração de Runge Kutta de quarta 

ordem, método esse bastante eficaz para análises numéricas de equações diferenciais. Um 

estudo inicial foi realizado para verificar a convergência do modelo, para isto os passos de 

integração utilizados são da ordem de 10−3s, o tempo total da análise conta com 1000 períodos, 

sendo o tamanho do período dado por 
2𝜋

𝜔
. 

 Foram realizadas varreduras harmônicas onde considerava-se uma frequência inicial 𝜔 

partindo de 500 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 até 1300 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 para sistemas com apenas um batente, e um sistema com 

dois batentes, equidistantes, com espaçamentos de 50 𝜇𝑚, diminuindo para um espaçamento 

de 30 𝜇𝑚 foi utilizado uma varredura de frequência partindo de 500 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 e indo até 1700 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
, 

e, por fim, para um espaçamento de 10 𝜇𝑚 a frequência variava de 500 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 chegando a 

4300 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
. Em todas as análises, 𝛽 foi variado de 1 a 200, é importante notar que o aumento até 

200 não foge a realidade. 

 

5.1 VALIDAÇÃO DOS FATORES NUMÉRICOS 

Por se tratar de um trabalho inteiramente numérico, se fez necessária a validação do 

integrador utilizado para as análises dos resultados, neste caso, Runge Kutta de 4 ordem. Para 

isso, utilizou-se como base comparativa, um resultado já obtido anteriormente na literatura 

acerca do assunto. Esse estudo foi feito de modo a verificar a convergência do modelo utilizado 

nesse trabalho, em relação ao de Rodrigo Ai (2018), em seu trabalho “Análise numérico-

experimental de um sistema não suave para geração de energia elétrica utilizando material 

piezelétrico”. 
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Para isso, foi comparado um caso de 200 de rigidez relativa, e espaçamento da viga para o 

batente de 50 microns, como visualizado na figura abaixo, que apresenta valores de 

deslocamento máximo, onde é possível observar que os valores tanto da curva em comparação, 

quanto a do modelo em questão nesse trabalho, coincidem, de modo a tornar o integrador válido. 

É valido ressaltar também, que os valores referentes a 200 para rigidez relativa usados em 

toda análise de resultados, não destoam da realidade, uma vez que existem materiais 

piezoelétricos com constante de elasticidade superiores a 200 vezes o utilizado nesse trabalho. 

 

Figura 19: Deslocamento máximo x frequência de forçamento. Comparação entre um resultado obtido em 

literaturas anteriores com aquele obtido através da rotina numérica desenvolvida. 

Na figura abaixo, são demonstrados resultados de deslocamento máximo obtidos para um 

caso sem batente e com mesma rigidez, onde o objetivo é se encontrar um valor de discretização 

ideal de pontos.  

No caso de 50 e 100 pontos, pode-se observar que existem ainda saltos significativos entre 

os pontos, que poderiam vir a ser prejudiciais à análise, devido a existência de casos em que a 

varredura da frequência ser de uma ordem de grandeza de 500 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
  até 4300 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
, sendo assim, 

essas curvas ficariam com poucos pontos para a confiabilidade da análise. Já para o valor de 

250 pontos, é possível notar uma melhora significativa, quanto a discretização da curva. No 

entanto, por serem feitas análises de casos com 2 batentes, onde serão varridas grandes faixas 

de frequência, definiu-se então a realização de todas as análises com 350 pontos, uma vez que, 

a rotina numérica desenvolvida aplicada ao modelo de 500 pontos exigiria um maior 
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processamento dos dados obtidos, ou seja, demandariam de um tempo consideravelmente 

maior. 
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Figura 20: Deslocamento máximo x frequência de forçamento para um espaçamento de 70µm. Comparação entre quantidade de pontos durante a varredura da 

faixa de frequência onde: a) 50 pontos, b) 100 pontos, c) 250 pontos, d) 350 pontos, e) 500 pontos. 
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5.2 SISTEMAS COM ESPAÇAMENTO DE 50 𝜇𝑚 

 A Figura 21 representa os valores obtidos para o deslocamento máximo em função da 

frequência. Na Figura 21(a) são mostrados resultados para diferentes valores de 𝛽 para um 

batente mecânico superior com 𝑑1 = 50𝜇𝑚 e na Figura 21(b) são mostrados resultados para 

diferentes valores de 𝛽 para dois batentes mecânicos (𝑑1 =  |𝑑2| = 50 𝜇𝑚). Em ambas as 

figuras, apresenta-se o caso sem impactos com espaçamento de no mínimo 70 𝜇𝑚, esse é o 

único caso em que o sistema se comporta como um sistema linear durante toda a análise, as 

curvas pretas representam o comportamento dessa condição específica. 

 Para um batente, foi possível perceber que a faixa de ressonância da viga aumentava de 

forma considerável à medida que a rigidez relativa “𝛽” também aumentava, isso é, a largura da 

banda aumentou gradativamente conforme o aumento da rigidez, ao contrário do que ocorreu 

com a amplitude de deslocamento máxima, que reduziu conforme o aumento da rigidez. É 

válido ressaltar, no entanto, que ao se buscar maiores eficiências, a maior faixa de frequência 

onde o deslocamento é observado de forma relevante e constante tende a ser mais significativa 

que valores de amplitude de deslocamento maiores em menor faixa de frequência, onde sob 

essa ótica, os resultados apresentam interessantes perspectivas. Ao ser incluída uma segunda 

não linearidade (Figura 21(b)), para valores baixos da rigidez relativa “𝛽”, até 10, essa faixa de 

ressonância aumentava ainda mais, entretanto, conforme esse valor de rigidez crescia, o sistema 

não manteve seu padrão, voltando a apresentar o comportamento similar com o caso linear 

(dispositivo banda estreita), porém vê-se irregularidades no comportamento entre 700 a 

800 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
. 

 Para ambos os sistemas não lineares, no momento em que ocorre o salto dinâmico, o 

seu valor de deslocamento máximo passa a se comportar de forma idêntica ao sistema linear. 
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Figura 21: Deslocamento máximo x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 50µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes.  

 A Figura 22 apresenta um resultado de uma situação semelhante a anteriormente 

debatida com relação à deslocamento, porém o deslocamento considerado desta vez é o médio, 

obtido a partir da metodologia RMS, do inglês “Root Mean Square”, em que os valores 

apresentados para deslocamento passam a demonstrar um comportamento mais realista desse 

deslocamento. 

 Para esta situação o comportamento das curvas também permite que seja tomadas 

significativas perspectivas que tendem a tornar o sistema mais propício à uma melhor colheita 

de energia. Ao ser observado os deslocamentos máximos, observa-se que esses apresentaram 

novamente a presença de saltos dinâmicos, tanto para um quanto para dois batentes. Além disso, 

o movimento sem ser possível que se observe um padrão, presente para maiores valores de 

rigidez relativa quando utilizado os dois batentes se manteve. É possível perceber também que 

a curva se comporta de forma mais inclinada para todos os casos, onde existe apenas um batente 

e em seguida, assumem valores menores após o salto dinâmico. Enquanto isso, para dois 

batentes, quando a rigidez relativa assume os valores de 1, 10 ou 50, as curvas assumem um 

comportamento onde estas passam a ser menos inclinadas que aquela que representa o seu 

deslocamento máximo apresentando um significativo aumento da largura da banda de 

frequência, principalmente para o caso de rigidez relativa de 10. Já para os valores de 100 e 200 

as curvas passam a apresentar um salto dinâmico ao entrar na faixa de ressonância, seguido de 

um comportamento aleatório nessa faixa e uma leve subida repentina, antes dos valores 

decaírem da mesma forma que os outros valores de rigidez relativa, apresentando, portanto, 
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então uma curva com baixos picos, e bandas estreitas, indicando um cenário menos favorável 

à colheita de energia. 

 

Figura 22: Deslocamento médio x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 50µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes. 

 A Figura 23 ilustra os espaços de fase para um sistema de um batente com um 

espaçamento de 50 𝜇𝑚. Para efeitos comparativos, nesses três casos foi incluída uma curva 

para representar o sistema linear, sem impactos. 

 É apresentada também a seção de Poincaré juntamente aos espaços de fase, para que 

seja possível identificar que o sistema é periódico, e de período um para todos os casos com 

apenas um batente. Outro ponto importante de se destacar, é que para a confecção dos gráficos 

em questão, foram utilizadas frequências “𝜔” onde seus deslocamentos eram máximos, pois 

nessa frequência é possível notar a deformação no espaço de fase quando a viga piezoelétrica 

entra em contato com o batente. Para todas as variações de rigidez relativa, é possível perceber 

que quanto menor for a mesma, menor a deformação que o espaço de fase sofre, aumentando 

assim gradativamente com o aumento de β. 
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Figura 23: Espaços de fase e seções de Poincaré. Comparação entre um sistema linear sem impactos e um 

sistema não linear com um batente para diferentes valores de β considerando um espaçamento de 50µm. 

 A Figura 24 aborda também acerca de espaços de fase e seções de Poincaré, porém para 

os casos onde se inclui a presença de um segundo batente. Para estes casos, é possível notar que 

os sistemas possuem comportamentos distintos. É possível ver o comportamento periódico para 

β=1 e conforme β aumenta o sistema é levado a um comportamento que aparenta ser caótico. 

Assim como anteriormente, utilizou-se a frequência onde o deslocamento era máximo para 

produzir os espaços de fase. 

 Outro ponto significativo é que o segundo batente, apesar de apresentar a mesma rigidez 

relativa do batente superior, os espaços de fase não apresentam simetria em relação ao zero de 

deslocamento mesmo para valores baixos de β. 
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Figura 24: Espaços de fase e seções de Poincaré para um espaçamento de 50µm. Sistema não linear com dois batentes para diferentes valores de β onde: a) β = 1, b) 

β = 10, c) β = 50, d) β = 100, e) β = 200.
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Já entrando no âmbito da análise de colheita de energia propriamente dita, a Figura 25 

aborda a potência de saída para os sistemas de um e de dois batentes para espaçamentos de 

50 𝜇𝑚. 

 É possível notar que o comportamento dessas curvas se assemelha bastante as curvas de 

deslocamentos médios e máximos, apresentando a ocorrência novamente de saltos dinâmicos. 

Torna-se perceptível também, que a curva que apresenta maior potência de saída é aquela sem 

a presença de não linearidades, isto é, um sistema livre e sem impactos. Em contrapartida, a 

presença de não linearidades no sistema aumenta a faixa útil para a potência, quando se inclui 

um batente, a rigidez relativa que apresenta a maior largura de banda é quando β assume o valor 

de 200, enquanto para dois batentes é para o valor de 10. 

 Outro ponto notável destaque é que para altos valores de rigidez relativa quando existem 

dois batentes é que a potência gerada sofre um decréscimo a partir do momento que a viga 

piezoelétrica passa a entrar em contato com os batentes. 

 

Figura 25: Frequência de forçamento x Potência de saída. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 50µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

 A fim de acrescentar mais pontos de análises, foram desenvolvidos gráficos também 

para o rendimento dos sistemas que estão sendo analisados, um sistema livre de impactos, um 

sistema com uma não linearidade, um batente, e um sistema com duas não linearidades, os dois 

batentes em conjunto, presente na Figura 26. 

 Assim como para a potência de saída, a amplitude do rendimento diminui conforme os 

distanciamentos para os batentes são reduzidos.  
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 Para um espaçamento de 50 𝜇𝑚 e um batente, com exceção à quando β é igual a 1, todas 

as curvas passam a assumir um comportamento inverso ao da potência de saída, visto que as 

mesmas diminuem conforme o aumento da frequência, no intervalo de 700 até 900 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, exceto 

quando 𝛽 = 10, neste caso o intervalo vai de 700 até pouco mais de 800 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, enquanto para o 

caso citado ocorre um leve aumento antes da queda de rendimento conforme a frequência se 

eleva. Já para dois batentes, ocorre uma queda na curva para todos os valores de rigidez relativa, 

enquanto para os valores maiores, é possível notar uma grande queda no rendimento na mesma 

faixa de frequência onde o deslocamento máximo assume um comportamento aleatório e a sua 

seção de Poincaré indica a existência de caos. É importante notar que esta é uma região de 

extrema complexidade, que demanda um vasto estudo para o completo entendimento da mesma. 

 

Figura 26: Frequência de forçamento x Rendimento (η). Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 50µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

 

5.3 SISTEMAS COM ESPAÇAMENTO DE 30 𝜇𝑚 

A Figura 27 apresenta os resultados de deslocamento máximo para o espaçamento de 

30 𝜇𝑚 entre batentes e massa, de um sistema de forçamento harmônico onde os resultados 

obtidos são apresentados em gráficos de um e dois batentes, onde variou-se o valor de rigidez 

“𝛽” em busca de curvas que, em função do aumento da frequência, podem indicar faixas e 

amplitudes favoráveis a maior eficiência do sistema por meio da não linearidade gerada pelos 

batentes, apresentando também os saltos dinâmicos nesses casos. 
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Nota-se um padrão claro nas curvas referentes ao sistema com um batente. Conforme a 

rigidez foi elevada, o sistema reduziu em amplitude de deslocamento máximo, e sob o ponto de 

vista da largura da banda, isso é, a faixa de ressonância, observou-se que conforme o aumento 

da rigidez, a curva sofreu um “achatamento” aumentando de forma considerável a largura de 

sua banda, o que sob o ponto de vista de perspectivas quanto a eficiência do sistema, tende a 

ser positivo. No entanto, devido as curvas de  𝛽 = 10 à 𝛽 = 200 possuírem larguras 

consideráveis e amplitudes próximas, é possível se tomar perspectivas positivas acerca do 

espaçamento escolhido. 

Ao se inserir o segundo batente, observa-se a redução da largura da banda das curvas, 

assim como o fato de que essas curvas perdem o padrão conforme é aumentada a rigidez. No 

entanto, é notável o resultado da rigidez referente à  𝛽 = 10, que apresenta larga banda de 

frequência de interesse e amplitude de deslocamento máximo. 

 Comparando com o caso apresentado na Figura 21, da seção 5.2, que de modo 

semelhante, porém com um espaçamento maior, obteve curvas de deslocamento máximo, é 

possível perceber que a faixa de ressonância se estende em todos os casos de valores de rigidez 

relativa “𝛽” quando se apresenta apenas uma não linearidade no sistema. 

 Incluindo um segundo batente no conjunto, é possível notar que quando “𝛽”  assume o 

valor de 1, de 10 ou de 50, essa faixa se estende, quando comparado com o caso de espaçamento 

igual a 50 𝜇𝑚, esse último ainda apresenta um alongamento de faixa pequeno, mas existente. 

Entretanto, quando o espaçamento passa a ser de 10 𝜇𝑚, caso tratado na seção 5.4, comparando 

à esses mesmos três valores de rigidez relativa “𝛽”, quando o valor passa a ser 50, esta passa a 

ser a rigidez que apresenta a maior faixa de operação, enquanto pros outros dois casos anteriores 

esse fenômeno ocorria para um valor de 10. 
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Figura 27: Deslocamento máximo x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 30µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes. 

A Figura 28 apresenta também apresenta resultados de deslocamento, porém o 

deslocamento considerado desta vez é o médio, também da metodologia RMS, do inglês “Root 

Mean Square”, em que os valores apresentados para deslocamento passam a demonstrar um 

comportamento mais realista desse deslocamento. 

 Para esta situação o comportamento das curvas demonstra resultados significativos. Os 

resultados para um batente mostram significativas mudanças nos comportamentos das curvas 

em relação aos máximos. Nota-se claramente o aumento não só da largura da faixa de interesse 

de frequências considerável, como também o aumento da amplitude em relação ao 

deslocamento máximo, até esse ser interrompido pelos saltos dinâmicos.  

Ao ser introduzido o segundo batente ao sistema, percebe que ao contrário dos valores 

de deslocamento máximos e médios para um batente, os resultados para dois batentes se 

tornaram de certa forma, semelhantes. As perdas de padrão das curvas, citadas nos 

deslocamentos máximos conforme o aumento da rigidez relativa se manteve, assim como o 

notório desempenho do caso para rigidez de 10 que no entanto, não se aproxima em amplitude 

de deslocamento aos valores de um batente, que visualmente obtém resultados mais 

promissores. 
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Figura 28: Deslocamento médio x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 30µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes. 

 A Figura 29 ilustra os espaços de fase para um sistema de um batente com um 

espaçamento de 30 𝜇𝑚, onde foi incluída uma curva para representar o sistema linear sem 

impactos, para efeitos comparativos. 

As seções de Poincaré podem ser visualizadas, onde é importante ressaltar que as 

frequências utilizadas foram as que o deslocamento era máximo, uma vez que é possível nessa 

faixa, observar a significativa deformação no espaço de fase para o contato entre batente e viga. 

A deformação é elevada conforme o aumento gradativo da rigidez relativa. A partir do espaço 

de fase, é possível determinar a periodicidade de um sistema, portanto, para um batente e um 

espaçamento de 30 𝜇𝑚, quando a análise é realizada para frequências onde o deslocamento é 

máximo, o comportamento é periódico, de período um. 
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Figura 29: Espaços de fase e seções de Poincaré. Comparação entre um sistema linear sem impactos e um 

sistema não linear com um batente para diferentes valores de β considerando um espaçamento de 30µm. 

 Na figura 30, é adicionado o segundo batente aos resultados de espaços de fase e seções 

de Poincaré. Dessa forma, é possível se observar que todos os sistemas aparentam apresentar 

caos. Esses resultados também demonstram a redução da amplitude de deslocamento, onde 

percebe-se que o achatamento causado para o contato de um batente com a viga, também se faz 

presenta para o caso com dois batentes, porém, com os achatamentos ocorrendo em ambos os 

lados do gráfico. Esses achatamentos também variam conforme a rigidez, onde valores de 

menor rigidez, apresentam significativamente menos achatamento que valores de alta rigidez. 

Assim como anteriormente, utilizou-se a frequência onde o deslocamento era máximo 

para produzir os espaços de fase. 

 Outro ponto importante de se destacar é que o segundo batente, nos casos de menores 

valores de rigidez, mostram achatamentos não simétricos nas curvas analisadas, expondo que 

um dos batentes pouco se comprime. Contudo, com o aumento dos valores de rigidez, os 

achatamentos vão se tornando cada vez mais simétricos.
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Figura 30: Espaços de fase e seções de Poincaré para um espaçamento de 30µm. Sistema não linear com dois batentes para diferentes valores de β onde: a) β = 1, b) 

β = 10, c) β = 50, d) β = 100, e) β = 200. 



50 
 

50 
 

A figura 31 ilustra os resultados obtidos para potência de saída para sistemas de um e 

de dois batentes onde o espaçamento é de 30 𝜇𝑚. 

 A potência de saída tende a ser um indicativo ainda mais objetivo dos efeitos que as 

variações de parâmetros geram ao sistema. Torna-se perceptível também, que a curva que 

apresenta maior amplitude em potência de saída é aquela sem a presença de não linearidades, 

isto é, um sistema livre e sem impactos, que foi inserida para fins de comparação, uma vez que 

o foco do estudo é a inserção de não linearidades para aumento da faixa útil de potência. Para 

um batente e espaçamento de 30 𝜇𝑚, as curvas se comportam de modo que possuem amplitudes 

de potência de saída próximas umas as outras. No entanto, varia de forma mais significativas 

as larguras de bandas, que apresentam resultados que permitem tendências positivas para a 

maior eficiência do sistema ao se aumentar a rigidez.  

 Já para a inclusão de um segundo batente, nota-se a não formação de um padrão de 

curva, quando a rigidez é aumentada, assim como a menor largura de banda. Para o valor de 

rigidez relativa β, sendo 10, no entanto, alcance uma das maiores faixas úteis para o 

espaçamento em questão, mesmo que a amplitude de potencias seja inferior aos resultados 

obtidos para um batente. 

Essas curvas se comportam de maneira semelhante aos casos em que o espaçamento é 

de 50 𝜇𝑚, onde a maior diferença quando se comparam os três casos é que para espaçamentos 

menores a potência de saída diminui gradativamente, para ambos os casos, apesar de se manter 

a grande faixa útil, semelhante a faixa de ressonância dos deslocamentos, percebe-se que, para 

dois batentes, quando β assume seus maiores valores, 100 e 200, o espaçamento de 30 𝜇𝑚 o 

fenômeno da redução da potência de saída na faixa de ressonância se mantém. 
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Figura 31: Frequência de forçamento x Potência de saída. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 30µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

A fim de acrescentar mais pontos de análises, foram desenvolvidos gráficos também 

para o rendimento dos dois que estão sendo analisados, um sistema livre de impactos por fins 

de comparação, um sistema com uma não linearidade, o batente, e um sistema com duas não 

linearidades, os dois batentes, presente na figura 32. 

 Assim como para a potência de saída, a amplitude do rendimento diminui conforme os 

distanciamentos para os batentes são reduzidos.  

 Já para os distanciamentos de 30 𝜇𝑚 para um batente, o comportamento para β igual a 

1 se mantém, porém de forma mais acentuada, ocorrendo aumentos de maior grandeza para o 

rendimento, comparado ao presente para a frequência de primeiro contato com o batente, 

porém, para os outros valores de β o rendimento passa a sofrer uma pequena queda para as 

menores frequências de impacto, e posteriormente ocorre um aumento desse rendimento. Já 

para dois batentes, funciona de forma bem semelhante ao espaçamento de 50 𝜇𝑚 para a maioria 

dos casos, quando β assume o valor de 1, assim como para um batente, passa a ocorrer uma 

queda e depois um aumento. Sua amplitude de rendimento é naturalmente menor conforme os 

espaçamentos são reduzidos, entretanto, quando β é igual a 50 e considera-se o menor 

espaçamento, o rendimento perdura para uma grande faixa de frequência, fenômeno esse que 

não ocorria para os outros dois valores, 50 𝜇𝑚 e 30 𝜇𝑚. 

 Observa-se também que o rendimento, para o caso com um batente, possui valores 

próximos de amplitude de rendimento, com leves diminuições conforme é reduzida essa 
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amplitude. No entanto, aumenta-se a faixa útil com esses aumentos de rigidez, e portanto, 

muitas das curvas de rendimento possuem resultados significantes. Para dois batentes, no 

entanto, onde à baixos valores de rendimento e tendência de diminuição, quando comparados 

aos resultados de um batente, destaca-se a grande faixa de interesse no caso de rigidez 10, a 

maior para o espaçamento de 30 𝜇𝑚, apesar de valores de rendimento menores. Assim como 

no caso de espaçamento igual à 50 𝜇𝑚, também pode-se notar um comportamento 

extremamente semelhante para um espaçamento de 30 𝜇𝑚 onde o mesmo também apresenta a 

mesma queda no rendimento para a faixa de frequência onde o deslocamento máximo. 

 

Figura 32: Frequência de forçamento x Rendimento (η). Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 30µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

 

5.4 SISTEMAS COM ESPAÇAMENTO DE 10 𝜇𝑚 

A figura 33 apresenta os resultados de deslocamento máximo para o menor espaçamento 

entre os analisados, de 10 𝜇𝑚 entre batentes e vigas, de um sistema de forçamento harmônico 

onde os resultados obtidos são apresentados em gráficos de um e dois batentes, onde variou-se 

o valor de rigidez “𝛽” em busca de curvas que, em função do aumento da frequência, podem 

indicar faixas e amplitudes de deslocamento máximo favoráveis a maior eficiência do sistema 

por meio da não linearidade gerada pelos batentes, apresentando também os saltos dinâmicos 

nesses casos. 

Percebe-se ao notar as curvas de resultados de deslocamentos máximos referentes ao 

caso de apenas um batente, onde foi inserida uma curva sem impacto para fins de comparação, 
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que existe um aumento significativo da faixa de interesse conforme o aumento da rigidez, 

devido a introdução da não linearidade. No entanto, existe pouca amplitude de deslocamento 

máximo, onde houve redução dos picos conforme o aumento de rigidez. 

Para o caso de dois batentes, essa tendência se manteve, conforme o aumento da rigidez, 

os picos de amplitude para deslocamento máximo reduziram. Valores de rigidez "𝛽" de 1 e 10, 

apresentam amplitudes de pico de deslocamento semelhantes ao caso para um batente. No 

entanto, enquanto o caso de rigidez relativa 10 se manteve semelhante ao caso de um batente, 

o caso de 1 reduziu sua largura de banda. Destaca-se, no entanto, o valor de rigidez de 50, que 

apesar de em pico de amplitude de deslocamento máximo ter ficado bem abaixo de casos com 

menor rigidez, aumentou de modo notável sua largura de banda. 

 Comparando com o caso apresentado na Figura 21, na seção 5.2, para espaçamento de 

50 𝜇𝑚, o sistema com espaçamento de 10 𝜇𝑚 obteve resultados significativamente inferiores 

em amplitude dos picos de deslocamento máximo, em ambos os casos de um a dois batentes. 

Em relação ao caso da Figura 27, na seção 5.3, também observa-se uma redução, mesmo que 

menor, dos picos de amplitudes dos deslocamentos máximos. 

 

Figura 33: Deslocamento máximo x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 10µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes. 

 Na figura 34, é possível observar os resultados de deslocamentos médios, onde também 

usou-se a metodologia RMS, onde busca-se valores de deslocamento mais próximos a 

realidade, uma vez que os valores máximos podem não ocorrer com constância. 
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 No caso em questão, se nota que, diferentemente do caso anterior com um batente para 

deslocamentos máximos, as curvas tenderam a valores de amplitude de deslocamento 

superiores. Sua faixa útil, também apresenta uma ampliação. Tanto a amplitude de 

deslocamento médio quanto a ampliação da faixa útil de frequência, ocorreram conforme o 

aumento da rigidez. 

 Para o caso de dois batentes, no entanto, o caso foi muito semelhante aos deslocamentos 

máximos, com baixas amplitudes de deslocamento médio, e a rigidez relativa de 10 e 50 

apresentando maior faixa útil. Onde ao contrário do caso para um batente, conforme o aumento 

de rigidez ocorre, diminui as amplitudes de deslocamento médio. 

 

Figura 34: Deslocamento médio x frequência de forçamento. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos com os sistemas não lineares considerando um espaçamento de 10µm para diferentes valores de 

β com: a) um batente, b) dois batentes. 

 A figura 35 trata dos espaços de fase para o espaçamento de 10 𝜇𝑚 da viga até um 

batente em questão. Também é mostrada nesse caso, o caso sem impacto para fins 

comparativos. 

São apresentadas também as seções de Poincaré, onde as frequências “𝜔” utilizadas são 

aquelas que os deslocamentos apresentaram valores máximos, para dessa forma verificar a 

deformação do espaço de fase com o contato entre batente e viga.  Observa-se que conforme o 

aumento da rigidez, o achatamento unilateral também aumenta de modo considerável, assim 

como o aumento da amplitude de velocidade. 
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Figura 35: Espaços de fase e seções de Poincaré. Comparação entre um sistema linear sem impactos e um 

sistema não linear com um batente para diferentes valores de β considerando um espaçamento de 10µm. 

 A figura 36 aborda o mesmo assunto, porém para os casos os quais se incluem a presença 

do segundo batente para espaçamento, para esse caso, é possível notar que os sistemas vão se 

tornando cada vez mais caóticos conforme a rigidez aumenta, enquanto, quando o espaçamento 

é reduzido a tendência é que esse caos diminua para um mesmo valor de β. Assim como 

anteriormente, utilizou-se a frequência onde o deslocamento era máximo para produzir os 

espaços de fase. 

 Outro ponto importante de se destacar é que com o segundo batente, nos casos de 

menores valores de rigidez, mostram poucos achatamentos, de modo a aumentar esses conforme 

o aumento da rigidez. Com o aumento da rigidez, começam achatamentos não simétricos nas 

curvas analisadas, expondo que um dos batentes pouco se comprime. Contudo, com o aumento 

dos valores de rigidez, os achatamentos vão se tornando cada vez mais simétricos, mas que, no 

entanto, continuam apresentando diferenças em suas curvas. É perceptível também, que o caos, 

presente no primeiro caso de rigidez de forma mais discreta, com uma curva mais “fina”, 

aumenta conforme o aumento de rigidez, onde nos casos de rigidez 100 e 200, o caos é 

extremamente perceptível e notável, onde nesse último, percebe-se também a diminuição da 

amplitude de velocidade. 
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Figura 36: Espaços de fase e seções de Poincaré para um espaçamento de 10µm. Sistema não linear com dois batentes para diferentes valores de β onde: a) β = 1, b) 

β = 10, c) β = 50, d) β = 100, e) β = 200.
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A figura 37 ilustra os resultados obtidos para potência de saída para sistemas de um e 

de dois batentes onde o espaçamento é de 10 𝜇𝑚 respectivamente. 

 A potência de saída tende a ser um indicativo ainda mais clara dos efeitos que as 

variações de parâmetros geram ao sistema. É perceptível também, que a curva que apresenta 

maior amplitude em potência de saída é aquela sem a presença de batentes, isto é, um sistema 

livre e sem impactos, que foi inserida para fins de comparação, uma vez que o foco do estudo 

é a inserção de não linearidades para aumento da faixa útil de potência, o que se torna mais 

claro quando se observa que a faixa para a curva livre de impacto, trata-se de uma curva estreita.  

Para um batente e espaçamento de 10 𝜇𝑚, as curvas se comportam de modo que 

possuem amplitudes de potência de saída próximas umas às outras, isso é, a altura máxima das 

curvas se assemelha. No entanto, varia de forma mais significativas as larguras de bandas, que 

apresentam resultados que permitem tendências positivas para a maior eficiência do sistema ao 

se aumentar a rigidez, apesar de que as curvas tenham em boa parte de sua faixa de frequência, 

valores menores para potência de saída. 

 Já para a inclusão de um segundo batente, é perceptível que as curvas obtidas para 

valores de rigidez de 50 a 200, tendem a ser tornar cada vez mais horizontais, e em valores 

baixos de potência de saída. Já para valores de 1 e 10, existe uma melhoria da faixa de interesse 

e da amplitude de valores de potência, no entanto, ainda fica distante dos resultados obtidos 

para um batente. 

 Essas curvas se comportam de maneira distinta aos casos em que o espaçamento é de 

50 𝜇𝑚 e 30 𝜇𝑚, onde as maiores diferenças se devem pela redução da amplitude de potência, 

e menor faixa útil de frequência, tanto para um quanto para dois batentes, o que permite 

observar um certo padrão para a redução da amplitude de potência, isso é, é possível perceber 

um padrão ao se olhar os três casos, onde para espaçamentos menores a potência de saída 

diminui gradativamente, para ambos os casos, apesar de manter a grande faixa útil, semelhante 

a faixa de ressonância dos deslocamentos, onde no entanto, para dois batentes é possível notar 

que a queda, quando β assume seus maiores valores, 100 e 200, a potência de saída é 

praticamente nula para o caso onde o espaçamento é de apenas 10 𝜇𝑚. 



58 
 

58 
 

 

Figura 37: Frequência de forçamento x Potência de saída. Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 10µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

 De modo a analisar pontualmente o sistema, foram desenvolvidos gráficos também para 

o rendimento dos sistemas que estão sendo analisados para o espaçamento de 10µm, um sistema 

livre de impactos, um sistema com uma não linearidade, o batente, e um sistema com duas não 

linearidades, os dois batentes em conjunto, presente na figura 38, entrando em contato com a 

viga. 

 É perceptível que para um batente, o aumento da rigidez foi acompanhado da ampliação 

da faixa de frequência útil, assim como de uma diminuição da amplitude das curvas em relação 

ao rendimento, que para a rigidez relativa de 200, chega aproximadamente à metade do 

resultado da curva sem impactos, que, no entanto, possui uma faixa de interesse muito 

significativa quando comparada à curva sem impactos. 

 Já para dois batentes, os resultados também são notoriamente afetados pela rigidez, que 

conforme são aumentados os valores de rigidez, são reduzidos os resultados de rendimento do 

sistema. No entanto, ao contrário de para o caso de um batente, que essa redução acontece de 

maneira sutil, as curvas apresentadas já sofrem uma considerável redução na amplitude de 

rendimento já para o caso de rigidez igual a 10, uma vez que a curva de rigidez 1 é semelhante 

ao caso de um batente. 

 De modo geral, levando em consideração os 3 espaçamentos usados, como para a 

potência de saída, a amplitude do rendimento diminui conforme os distanciamentos para os 

batentes são reduzidos. Já para os distanciamentos de 30 𝜇𝑚 e 10 𝜇𝑚 para um batente, o 
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comportamento para β igual a 1 se mantém, porém de forma mais acentuada, ocorrendo 

aumentos de maior grandeza para o rendimento. Novamente é possível notar a mesma queda 

de rendimento quando o sistema opera na faixa de frequência onde o deslocamento é máximo.  

 

Figura 38: Frequência de forçamento x Rendimento (η). Comparação entre um sistema linear sem 

impactos e um sistema não linear considerando um espaçamento de 10µm para diferentes valores de β 

com: a) um batente, b) dois batentes. 

 

5.5 ANÁLISES COMPARATIVAS DOS SISTEMAS 

 Para fins de poder enriquecer as análises apresentadas nas seções anteriores deste 

capítulo, foram desenvolvidos alguns gráficos com o enfoque de comparar diretamente os 

resultados obtidos, pois só assim pode-se determinar qual seria o sistema que apresenta a maior 

potência de saída, qual é aquele que apresenta um maior rendimento, e também, como se 

comporta os deslocamentos máximos quando comparados diretamente com sua contraparte, 

sem impactos versus um batente versus 2 batentes. 

 Buscando abordar esses pontos, é apresentada a figura 39, onde foi selecionado um valor 

fixo de 𝛽, nesse caso 200, essa escolha se deve a grande variação do estado, para diferentes 

distâncias, conforme pode-se notar anteriormente, onde o mesmo apresenta um comportamento 

bem determinado para apenas um batente, enquanto, para dois batentes esse comportamento 

assume um estado aleatório, onde hora esse deslocamento máximo é maior, hora ele é menor. 

 É importante notar que, para os casos em que o espaçamento é de 50 𝜇𝑚 e 30 𝜇𝑚 a 

amplitude máxima deste deslocamento é bem maior quando se tem dois batentes, quando 

comparado aos mesmos espaçamentos e apenas um batente. Enquanto isso, para o caso em que 
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se apresenta o menor espaçamento, 10 𝜇𝑚, essa amplitude máxima de deslocamento ocorre 

para apenas um batente, apesar de que, este valor máximo não ser tão maior que para dois 

batentes, como nos casos anteriores. 

 Outro fator interessante de se destacar é que apesar de ocorrer o fenômeno de saltos 

dinâmicos tanto para um quanto para dois batentes, a faixa de frequência até que ocorram esses 

saltos são consideravelmente prolongadas, entrando em um estado de banda larga, para os casos 

de apenas um batente, enquanto para dois, essas faixas aumentam gradativamente conforme o 

espaçamento é reduzido, mas ainda assim, não se pode considerar que estejam em banda larga. 

 

Figura 39: Frequência de forçamento x deslocamento máximo. Comparação entre espaçamentos de 50µm 

30µm e 10µm para diferentes espaçamentos e quantidade de batentes quando β = 200. 

 Para poder comparar quantitativamente a potência de saída, e o rendimento gerados por 

um sistema, foi realizado um estudo em que consiste em traçar o valor médio para estes em 

alguns intervalos de frequência, sendo estes os seguintes: 

• 500 até 1400 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 – Sistema sem impacto, todos os casos com um batente e para um gap 

de 50 𝜇𝑚 e dois batentes; 

• 500 até 1800 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 – Para um gap de 30 𝜇𝑚 e dois batentes; 
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• 500 até 4300 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 – Para um gap de 50 𝜇𝑚 e dois batentes. 

  A figura 40 representa os resultados obtidos para as médias da potência de saída para 

diferentes espaçamentos e diferentes valores de 𝛽. 

 Para os casos de um batente é possível perceber que conforme a rigidez relativa “𝛽” 

aumenta essa potência de saída aumenta também, apesar de que, conforme o valor do 

espaçamento é reduzido, o valor máximo atingido, isto é, a amplitude de potência de saída 

quando 𝛽 = 200, é diminuído de maneira considerável. Outro ponto importante de se destacar 

é que, para valores menores de 𝛽, 1 e 10, a amplitude da potência de saída se assemelha bastante 

entre os resultados obtidos para um espaçamento de 30 𝜇𝑚 e de 50 𝜇𝑚 para ambos os casos, 

sendo inclusive maior a média da potência de saída quando o espaçamento é de 30 𝜇𝑚 e 𝛽 =

10.  Sendo assim, devido ao fato de o intervalo de frequência ser igual para todos os casos com 

um batente, é possível afirmar que o sistema com maior espaçamento, 50 𝜇𝑚, e aquele com 

maior rigidez relativa, 𝛽 = 200, é aquele que fornece uma maior potência de saída. 

 Para os casos com dois batentes, é possível perceber um comportamento bastante 

semelhante entre a curva para um espaçamento de  50 𝜇𝑚 e 30 𝜇𝑚, apesar de possuírem 

intervalos de frequência diferentes, é possível notar que para esses dois exemplos a potência 

gerada é consideravelmente maior para sistemas com baixa resistência relativa, quando 𝛽 = 1 

e 𝛽 = 10, e então ocorre uma grande queda nessa potência gerada para valores iguais ou 

maiores que 𝛽 = 50, entretanto, para um espaçamento de 10 𝜇𝑚, é possível notar que até 

valores de 𝛽 = 50 ocorre um crescimento na média da potência gerada, partindo para uma 

queda apenas para valores maiores que este. Diferentemente do que é possível fazer para um 

batente, devido as faixas de frequência serem muito variadas não é uma certeza o sistema que 

gera a maior potência, mas, devido a grande disparidade da potência gerada, é possível estimar 

que aquele que gera uma maior potência seja o de espaçamento 50 𝜇𝑚 e 𝛽 = 10. 
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Figura 40: Média da Potência de saída x diferentes valores de β. Comparação entre espaçamentos de 

50µm, 30µm, 10µm e quando não ocorre impactos para: a) um batente, b) dois batentes. 

 Também foi desenvolvido um gráfico para representar os valores médios de rendimento 

para os diferentes valores de rigidez relativa 𝛽, sendo este apresentado na figura 41. 

 Para a situação de apenas um batente, é possível notar que, quando o espaçamento é de 

50 𝜇𝑚 ou 30 𝜇𝑚 a curva apresenta um comportamento semelhante, enquanto para 10 𝜇𝑚 

ocorre uma variação, para esses dois primeiros exemplos, conforme o valor de 𝛽 aumenta esse 

rendimento vai gradualmente aumentando, apesar de que, os valores médios desse rendimento 

são maiores para 30 𝜇𝑚 do que para 50 𝜇𝑚, exceto quando 𝛽 = 1, inversamente ao que 

acontece para o valor médio da potência gerada, quando é maior para o 50 𝜇𝑚 do que para 

30 𝜇𝑚. Além disso, é possível notar que quando o espaçamento é reduzido para 10 𝜇𝑚, os 

casos que apresentam maiores rendimentos médios são aqueles com os menores valores de 

rigidez relativa “𝛽”, sendo assim, quando 𝛽 = 1 seu rendimento é maior, enquanto para os 

espaçamentos maiores isto ocorre para 𝛽 = 200.  Portanto, devido ao intervalo de frequência 

ser o mesmo para todos os casos com um batente, pode-se afirmar que o sistema com um 

espaçamento de 30 𝜇𝑚, e quando sua rigidez relativa é maior, isto é, para 𝛽 = 200, é aquele 

que apresenta um maior rendimento médio. 

 Para os casos apresentados com dois batentes, pode-se notar, novamente, um 

comportamento muito semelhante ao dos valores médios de potência gerada, mantendo uma 

semelhança entre as curvas quando o espaçamento é de 50 𝜇𝑚 ou de 30 𝜇𝑚, além de seus 

valores médios de rendimento serem consideravelmente superiores para os menores valores de 

𝛽, assumindo seus maiores valores quando  𝛽 = 1 e 𝛽 = 10 e então ocorre uma grande queda 
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no rendimento para valores maiores de rigidez relativa “𝛽”. Também é possível perceber que 

para o caso em que o espaçamento é menor, o intervalo onde a média do rendimento aumenta 

se mantém semelhante ao da média da potência gerada, indo até  𝛽 = 50 e ocorrendo uma queda 

considerável nesse rendimento para valores maiores de rigidez relativa “𝛽”. Assim como para 

os valores médios da potência de saída, para o rendimento também não é possível afirmar com 

certeza aquele conjunto que apresente o maior valor médio de rendimento, entretanto, é possível 

fazer uma estimativa devido ao comportamento destes pontos no gráfico, sendo assim, estima-

se que aquele capaz de apresentar maior valor médio de rendimento seja, assim como para  valor 

médio de potência de saída, o qual possui um espaçamento de 50 𝜇𝑚 e 𝛽 = 10. 

 

Figura 41: Média do rendimento x diferentes valores de β. Comparação entre espaçamentos de 50µm, 

30µm, 10µm e quando não ocorre impactos para: a) um batente, b) dois batentes. 
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6 CONCLUSÕES 

  

 Este trabalho soma-se à toda uma bibliografia que tem buscado investigar e determinar 

parâmetros que apontem para maiores faixas de colheita de energia, adicionando para isso, não 

suavidades, que geram impactos a uma viga mono-engastada de modo a promover não 

linearidades. Dessa forma, foi feito um modelo com 1 grau de liberdade, onde são feitas 

simulações numéricas tendo como base dinâmicas vibracionais e as equações diferenciais que 

representam esse comportamento, de modo a obter diretrizes que auxiliem no crescente campo 

de materiais inteligentes e a geração de energia limpa.  

 Parâmetros como rigidez da viga piezelétrica, espaçamento da viga até o batente, e 

variação do número de batentes atuantes, são focos importantes nesse estudo, assim como suas 

variações e combinações resultando em diferentes faixas de interesse para análise da colheita 

de energia. Desse modo, foi possível, obter resultados para potência de saída, deslocamento, 

velocidades, assim como valores médios e eficiência do sistema, que permitiram observar, por 

meio de gráficos, o comportamento do sistema em diferentes situações, de forma a visualizar 

as configurações de parâmetros que mais favorecem uma melhor colheita de energia. 

  Dessa forma, a análise realizada nesse estudo, foi feita de modo a aprofundar os estudos 

acerca das não linearidades que enriquecem um sistema dinâmico que envolve geração de 

energia. Ficou claro que, os parâmetros afetam diretamente os resultados do sistema. Diversas 

premissas podem ser tomadas a respeito desses efeitos, tanto positivamente, como com o uso 

de um batente no sistema, em relação ao sistema sem impacto, como negativamente, como o 

aumento contínuo da rigidez. 

 As conclusões obtidas por esses resultados deixam clara a importância da variação de 

parâmetros e configurações quando são analisados rendimentos, onde para a viga oscilando sem 

impacto, a amplitude é muito inferior, apesar de ter um pico relativamente alto na ressonância, 

em relação aos modelos com batente. A faixa em que a energia pode ser coletada com valores 

satisfatórios acaba sendo muito mais efetivo que valores de pico. Isso fica claro quando 

comparado com o modelo com batente e espaçamento para viga de 30 𝜇𝑚, onde com 1 batente, 

maior a rigidez, maior a faixa de rendimento, ao contrário do que ocorre com 2 batentes, que 

uma maior faixa se favorece de uma menor rigidez. 
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 Partindo do foco de que o aumento na amplitude de excitação favorece picos de 

potência, e que amplitudes menores costumam favorecer uma eficiência maior ao sistema, tem-

se que as principais conclusões do trabalho mostram o direto efeito das não suavidades e as 

variáveis geradas por essas na maior eficiência do sistema, por meio do aumento da faixa em 

que a colheita de energia se beneficia. A definição de uma configuração ideal, assim como a 

evolução dos componentes do sistema, de modo que haja uma constante evolução no 

desempenho desses sistemas para evolução da sociedade, são as perspectivas promovidas por 

esse trabalho. 

 

6.1 TRABALHOS FUTUROS 

As premissas que podem ser tomadas por esse estudo, permitem a realização de 

trabalhos futuros, que enriquecem ainda mais os avanços acerca dessa área de estudo. Entre 

esses, podem ser mencionados um experimento prático do sistema proposto nesse estudo, de 

modo a unir o experimento simulado ao real, podendo ainda, com resultados práticos, adicionar 

parâmetros e variáveis que não foram usados no estudo atual. Um estudo de espaçamentos 

variáveis e assimétricos podem introduzir fenômenos interessantes. Diferentes geometrias para 

o piezelétrico, de modo a explorar sua deformação de diferentes maneiras também podem ter 

estudos que partam de premissas obtidas nesse trabalho. 
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