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BRASIL, Aline Bastos. Modelagem Numérica da Geração de Energia com Materiais 

Piezoelétricos Sujeitos à Vibração e Efeitos Magnéticos. 2023. 61. Trabalho de Conclusão 

de Curso – Centro Federal de Educação Tecnológica Celso Suckow da Fonseca. Rio de Janeiro. 

Rio de Janeiro, 2023. 

 

A demanda de energia vem se expandindo exponencialmente conforme ocorrem avanços 

tecnológicos e com o natural crescimento da população mundial, consequentemente, a 

necessidade de uma maior produção de energia é essencial. No entanto, uma das mais 

importantes metas atualmente é a geração de energia de maneira limpa e renovável, de forma a 

diminuir os impactos causados pelo uso de combustíveis fósseis. Uma das alternativas é com o 

uso de materiais piezoelétricos sujeitos à vibração, sendo que, por meio destes, é possível fazer 

a conversão de energia mecânica em energia elétrica em pequenos dispositivos. Conforme já 

demonstrado na literatura, estes materiais apresentam boa eficiência de conversão de energia 

quando sua frequência natural coincide com a frequência de vibração à qual está exposto e é 

reduzida rapidamente fora deste limite. Diversos estudos vêm sendo empregados para melhorar 

a performance destes dispositivos. Uma das formas mais estudadas e com maior potencial para 

obter um dispositivo que opere de forma eficiente em diferentes frequências é através da 

inclusão de materiais magnéticos nas proximidades do material piezoelétrico. As forças 

magnéticas podem mudar drasticamente a dinâmica do sistema, levando ao aparecimento de 

saltos dinâmicos, multiestabilidade e caos. Estes efeitos não lineares têm se mostrado 

promissores para aumentar a extração de energia. 

Sendo assim, este trabalho visa estudar numericamente o conjunto composto por materiais 

piezoelétricos e materiais magnéticos. O cenário se trata de uma viga piezoelétrica bimorfa 

engastada em uma base excitada harmonicamente, tendo em sua extremidade livre uma massa 

magnética acoplada, que irá interagir com uma outra massa magnética nas proximidades da 

viga. A interação magnética entre essas massas irá prover um comportamento não-linear no 

sistema, de forma a aumentar a conversão de energia em uma faixa mais ampla de frequência 

de vibrações dependendo das condições de excitação e parâmetros magnéticos. Para este fim, 

foi desenvolvido um modelo matemático com um grau de liberdade acoplado a um circuito 

elétrico por um elemento piezoelétrico incluindo a força de restituição magnética.  Foram feitas 

análises através de linguagem de programação no software Fortran, usando o método de 

integração Runge-Kutta, de forma a se avaliar o desempenho do sistema e possíveis otimizações 
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a partir a inserção dessa não-linearidade estudando o efeito de diferentes parâmetros relevantes 

na geração de energia. 

 

Palavras-chave: Colheita de energia, Materiais piezoelétricos, Sistema não-linear, Força 

Magnética 
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ABSTRACT 

 

BRASIL, Aline Bastos. Modelagem Numérica da Geração de Energia com Materiais 

Piezoelétricos Sujeitos à Vibração e Efeitos Magnéticos. 2023. 61. Trabalho de Conclusão 

de Curso – Centro Federal de Educação Tecnológica Celso Suckow da Fonseca. Rio de Janeiro. 

Rio de Janeiro, 2023. 

 

The demand for energy has been expanding exponentially according to technological evolution 

and the natural growth of the world population, consequently, the need for greater energy 

production is essential. However, one of the most important goals today is the generation of 

energy in a clean and renewable way, in order to reduce the impacts caused by the use of fossil 

fuels. One of the alternatives is the use of piezoelectric materials subject to vibration, through 

which it is possible to convert mechanical energy into electrical energy in small devices. As 

already demonstrated in the literature, these materials exhibit good energy conversion 

efficiency when their natural frequency coincides with a vibration frequency to which it is 

exposed and is rapidly out of this range. Several studies have been used to improve the 

performance of these devices. One of the most studied ways and with the greatest potential to 

obtain a device that operates efficiently at different frequencies is through the inclusion of 

magnetic materials in the vicinity of the piezoelectric material. Magnetic forces can drastically 

change the dynamics of the system, leading to the appearance of dynamic jumps, multistability 

and chaos. These nonlinear effects have shown promise to increase energy extraction. 

Therefore, this work aims to numerically study the set composed of piezoelectric materials and 

magnetic materials. The scenario is a bimorphic piezoelectric beam embedded in a 

harmonically excited base, with a coupled magnetic mass at its free end, which will interact 

with another magnetic mass in the vicinity of the beam. The magnetic interaction between these 

masses will provide a non-linear behavior in the system, so as to increase the energy conversion 

in a wider range of vibration frequencies depending on the excitation conditions and magnetic 

parameters. To this end, a mathematical model was developed with one degree of freedom 

coupled to an electrical circuit by a piezoelectric element including the magnetic restitution 

force. Analyzes were made through programming language in the Fortran software, using the 

Runge-Kutta integration method, in order to evaluate the system performance and possible 

optimizations from the insertion of this non-linearity, studying the effect of different relevant 

parameters in the generation power. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Desde os primórdios dos tempos, o ser humano lida com a necessidade energética. Suas 

primeiras demandas eram a alimentação, iluminação e aquecimento, que inicialmente foram 

supridas a partir da utilização do fogo e da energia advinda dos animais, podendo ela ser direta 

(ao se consumir o animal) ou indireta (utilizando tração animal). Conforme houve um aumento 

na diversificação das tarefas e surgimento de novas necessidades, pôde ser observada a 

dependência de uma ascensão na produção de energia para a evolução da sociedade como um 

todo. Sendo assim, o homem desenvolveu as primeiras matrizes energéticas, principalmente a 

partir do uso de combustíveis não-renováveis, por conta de sua facilidade, abundância e 

eficiência. No entanto, apenas nas décadas mais recentes, o ser humano passou a se preocupar 

com as consequências relacionadas ao uso desses combustíveis, que não só incluem a futura 

falta destes recursos, como também os impactos ambientais causados por emissões poluentes 

advindas deles. Desde então, foram criadas diversas iniciativas para desenvolvimento de novas 

fontes de energia utilizando formas renováveis de abastecimento, de forma a reduzir essa 

degradação ambiental. A implementação de formas de captação de energia por meio da água, 

do sol e do vento foram inovações importantes, porém há limitações no uso dessas fontes, que 

são soluções com baixa eficiência energética e que demandam um amplo recinto, 

impossibilitando então, por exemplo, o uso em pequenos dispositivos com menor consumo de 

energia. Deste modo, a piezoeletricidade surgiu como uma alternativa a essa demanda  

Nos últimos anos, inúmeros estudos foram conduzidos a respeito de colheita de energia por 

meio da piezoeletricidade (GEDEON et al., SHI et al.). Os materiais chamados piezoelétricos 

têm a capacidade de transformar energia mecânica em energia elétrica, ou seja, eles convertem 

as vibrações mecânicas as quais são submetidos em diferença de potencial elétrico que através 

de um circuito elétrico acoplado ao dispositivo pode gerar potência elétrica útil para alimentar 

dispositivos de baixa potência (SAFAEI et al., 2019). Ao analisarmos à nossa volta, é comum 

identificarmos inúmeras fontes de vibração, sejam elas de forma natural, como simples 

movimentos corporais e fatores naturais, ou advindas de consequências de nossas próprias 

criações, como por exemplo as diversas máquinas que utilizamos no nosso dia a dia.  

Recentemente, diversas investigações foram feitas de forma a aproveitar a dissipação da 

energia de nossas próprias ações rotineiras, fazendo com que não ocorra esse desperdício. Já 

existem, por exemplo, pesquisas relacionadas à produção de energia ao caminharmos, podendo 

a tecnologia ser aplicada em: sapatos (TÜRKMEN e CELIK, 2018); movimentos corporais 

(WEI, WANG, CHA, IZADGOSHASB, EDLA); ou diretamente no piso (HWANG, 



13 

 

SHREESHAYANA, KARMAKAR). No caso de Türkmen e Celik (2018), a conclusão foi de 

que a produção de energia ocorria de forma proporcional à massa aplicada no dispositivo. 

Karmakar et al. (2022), a partir de uma pesquisa de campo, encontraram uma relação em que 

quanto maior a pressão e a velocidade de caminhada, maior a produção de energia. Indicaram 

também a possibilidade de aplicação dessa energia para abastecimento de iluminação led e até 

mesmo, carregamento de celulares. Maghsoudi et al. (2017) também investigou uma 

comparação entre a colheita no corpo e no piso, dando uma maior visibilidade ao segundo 

modo, já que independe de parâmetros fisiológicos. 

Não só por meio da caminhada, mas outros movimentos no corpo mais simples ainda 

também possibilitam geração de energia. Usando como base a movimentação dos dedos das 

mãos, Cha et al. (2016) fizeram uma análise de colheita de energia a partir de movimentos de 

clique do mouse, sugerindo até uma solução de autoalimentação a partir dos resultados obtidos. 

Seguindo a mesma base, Kim e Cha (2022) estudaram um coletor de energia em forma de anel. 

Já Denalvaz e Voix (2014) desenvolveram um protótipo similar a uma cinta preso à cabeça, de 

forma que esticamento da cinta pelo movimento da mandíbula resultasse em energia para 

abastecimento em menor escala, como aparelhos auditivos e fones de ouvido. Latif et al. (2021) 

também apresentaram uma opção de alimentação de um aparelho auditivo por meio de um 

mecanismo criado para converter as vibrações dos próprios ossos do ouvido em energia, ou 

seja, pela vibração causada pelo próprio som, e sem nenhum esforço humano envolvido.   

Partindo para uma análise em uma maior escala, a piezoeletricidade também tem feito parte 

de grandes propostas, como meios de transporte. Diversos estudos, por exemplo, avaliaram a 

aplicação na indústria automotiva. No caso de carros, já foram avaliadas possibilidades de 

colheita de energia a partir de vibrações nas rodas (XIE e WANG, ZHANG et al., ESMAEELI 

et al.), nas suspensões (ZHAO et al., XIE e WANG, LAFARGE et al.) e até mesmo do motor 

(ZHAONA e WANG, 2021). De acordo com Al-Yafeai et al. (2020), carros de passeio viajando 

a uma velocidade de 13 m/s dissipam cerca de 200 W nos amortecedores da suspensão, sendo 

uma quantidade de energia considerável para se rejeitar. Na área relativa aos propulsores, 

Elvira-Hernández et al. (2021) desenvolveram um dispositivo piezoelétrico capaz de operar em 

frequências próximas às frequências de operação de motores, fazendo com que fosse gerada 

uma maior potência ao aproveitar essas vibrações. Além da aplicação em carros, também foi 

estudada a aplicação em um sistema de freios de trem, onde o método utilizado para a conversão 

de energia melhorou significativamente a segurança de frenagem de trens de alta velocidade 

(XIANG et al., 2021). 
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Projetos estruturais também têm sido alvos para aplicação da tecnologia piezoelétrica, já 

que, na maioria deles, há uma grande dissipação de energia por conta de oscilações. Alguns dos 

cenários nos quais foi empregada essa tecnologia foram em pontes (BALGUVHAR e 

BHALLA, HOU et al., ROMERO et al.) e pavimentos (XU et al., CORREIA e FERREIRA, 

MOTA e BARROSO, CAO et al.).  

Outra abordagem deste tema relacionado a construções foi feita por Jahangiri et al. (2016), 

na qual a pauta foi o Monitoramento de Saúde Estrutural de plataformas petrolíferas flutuantes. 

A partir de um modelo desenvolvido e de simulações em software computacional, o grupo pôde 

testar a viabilidade de serem usadas as vibrações das ondas para alimentar os sensores que 

diagnosticam danos e monitoram a integridade da estrutura. Apesar das condições incertas do 

local, além da grande quantidade de ruído presente, o diagnóstico de falhas funcionou bem. 

Conforme demonstrado, várias aplicações vêm sendo desenvolvidas nas últimas 

décadas. Com isto, diversos autores vêm explorando modelos numéricos e testes experimentais 

para melhor entendimento destes dispositivos, de forma que seja possível identificar os 

parâmetros que afetam o desempenho dos sistemas. 

Nechibvute et al. (2012) fizeram uma revisão a respeito da aplicação de dispositivos 

piezoelétricos para gerar energia para sensores sem fio. Eles relataram que, de forma a se 

obterem os melhores resultados, devem ser explorados o uso de material com melhores 

características piezoelétricas, as melhores geometrias do dispositivo e a melhor eletrônica de 

potência de modo a se condicionar e gerenciar a potência de saída. Recentemente, ao fazerem 

uma revisão sobre colheita de energia por piezoeletricidade, Covaci e Gontean (2020) também 

chegaram às mesmas conclusões. Já na revisão de Toprak e Tigli (2014), eles observaram que 

o tamanho de um coletor de energia piezoelétrico afeta uma variedade de parâmetros, como 

peso, método de fabricação, nível de potência alcançável e áreas de aplicação potenciais. 

Fenglin et al. (2015) estudaram a aplicação de colheita de energia em uma viga única e, por 

meio de software, fizeram diversas análises relativas ao modelo. Ao realizar os testes e 

medições, identificaram que os tanto os parâmetros do circuito externo quanto os da geometria 

e forma da viga têm grande influência no coletor.  

Cryns et al. (2013) investigaram experimentalmente a capacidade de captação de energia 

ambiente de um gerador de vibração piezoelétrico para diferentes tipos de excitações aplicadas. 

Como previsto analiticamente por eles, os resultados mostraram que frequências naturais mais 

baixas do transdutor resultaram em mais energia colhida para amplitudes de aceleração de 

entrada semelhantes. 
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De forma a explorar o comportamento de um modelo de uma viga em balanço, Batra et al. 

(2018) implementaram um software para controlar instrumentos e adquirir dados de uma 

estação de teste de colheita de energia piezoelétrica. Ao fazer simulações e ensaios, puderam 

verificar que a potência de saída máxima, que ocorre na frequência de ressonância, aumentou 

conforme a carga resistiva do modelo foi amplificada. 

O desafio da geração de energia a partir de vibrações é o desenvolvimento de dispositivos 

que possam converter energia em uma ampla faixa de frequência de excitação. Porém o 

desempenho destes dispositivos deixa a desejar quando sintonizado em fontes de vibração com 

frequência e amplitude variáveis, fazendo com o uso de não linearidades mecânicas venha 

sendo amplamente estudado. Uma possibilidade de aplicação de não linearidade é pela inserção 

de forças magnéticas, o que leva a um comportamento incerto do sistema. Os resultados têm se 

mostrado promissores, já que é possível verificar em diversas pesquisas uma melhora de 

resultados com relação à energia gerada. Pan el al (2019), por exemplo, fizeram uma 

comparação entre um coletor de energia aprimorado com e sem a presença de ímãs. Por meio 

de resultados experimentais, concluíram que o coletor com a influência magnética pode 

melhorar significativamente a eficiência da colheita de energia de vibração em comparação com 

o convencional. Para tratar o efeito da força magnética, muitos autores odelam como um 

oscilador tipo Duffing (CELLULAR et al., SCHENK e HERDER), aplicação de excitação 

aleatória (DE PAULA et al., 2014) e adição de uma massa de prova (KIM et al., 2010) são 

algumas das formas de aumentar esse desempenho de conversão. 

Jiang et al. (2021) se dedicaram a fazer uma revisão comparando a colheita de energia com 

acoplamento magnético de diferentes estruturas, como monoestáveis, biestáveis, multiestáveis, 

entre outras. Segundo eles, o número de unidades de transdução piezoelétricas, o arranjo do ímã 

de excitação e os níveis de excitação são os parâmetros que impactam na eficiência da coleta 

de energia. 

Ferrari et al. (2010) estudaram o resultado da excitação de um conjunto composto por uma 

viga em balanço com um imã acoplado na extremidade, enquanto outro imã interagia com o 

grupamento. Por meio de simulações, eles puderam identificar que a diminuição da distância 

entre o ímã e o grupamento fazia com que o conversor piezoelétrico gerasse uma maior 

voltagem de saída, ou seja, uma maior potência entregue. Li et al. (2022), com um modelo com 

quatro ímãs inclusos, afirmaram que ao definir parâmetros de distância magnética apropriados, 

era alcançada uma faixa de frequência mais ampla e uma melhor potência de saída mesmo sob 

baixos níveis e frequências de excitação.  
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Xu e Tang (2015), utilizando um sistema similar, demonstraram teórica e 

experimentalmente que elementos magnéticos devidamente configurados e posicionados 

podem gerar um aumento no acoplamento eletromecânico do dispositivo piezoelétrico, 

aumentando a eficiência de coleta de energia em situações de ressonância e fora de ressonância. 

Do mesmo modo, Firoozy et al. (2017) obtiveram uma relação direta entre a distância dos ímãs 

e a energia captada. Já Abdelmoula et al. (2017) e Zhang et al. (2020) associaram a distância 

entre os ímãs à uma maior largura de banda. 

Também focando em um sistema de viga única trabalhando em conjunto com força 

magnética, as pesquisas de Ibrahim et al. (2017) comprovaram uma maior largura de banda a 

partir de níveis de excitação maiores e por meio de uma distância ideal de separação entre os 

ímãs, quando comparado o projeto desenvolvido com colheitadeiras convencionais. Ren et al. 

(2019), Chen et al. (2021) e Sun et al. (2021) obtiveram os mesmos resultados correlacionando 

o aumento de banda com o aumento de amplitude de excitação. Lan e Qin (2017), além de 

associarem o aumento da excitação com uma maior potência de saída, também 

complementaram que existe um volume ótimo para um ímã adicional ao sistema que pode fazer 

com que seja atingido um melhor desempenho para uma dada excitação. Já Wang e Tang (2017) 

alcançaram uma maior largura de banda por meio de combinação de picos de ressonância, 

obtida por meio de aumento da massa localizada na ponta da viga.  

Leng et al. (2017) desenvolveram um estudo focando em um coletor de energia piezoelétrica 

com dois ímãs externos fixos. Por meio de métodos de parâmetros concentrados e por resultados 

de simulações empíricas, a equipe alcançou um resultado no qual a tensão de saída é 

significativamente aumentada em comparação com um coletor de energia convencional, mesmo 

na presença de excitações aleatórias e de baixa frequência. Além disso, a largura de banda de 

frequência do coletor modelo também se apresentou mais abrangente.  

A partir de outro ponto de vista, Zhu e Beeby (2013) fizeram uma inspeção utilizando um 

par de vigas em balanço biestáveis, de forma a ocorrer interação entre os ímãs dispostos nas 

extremidades de cada uma. Os estudiosos puderam chegar à conclusão, por meio de resultados 

obtidos por testes, que esse sistema duplo gera uma maior energia com uma menor amplitude 

de excitação quando comparado ao sistema simples, com viga única. De maneira similar, Lan 

et al. (2017), Rui et al. (2018), Yang e Towfighian (2019) e Kim et al. (2020) trabalharam com 

colheitadeiras duplas acopladas magneticamente e obtiveram resultados onde puderam verificar 

aumento de desempenho e robustez da coleta de energia, bem como aumento na largura de 

banda. Já Koszewnik et al. (2022) concluiu que o espaçamento entre os feixes afeta a eficiência 

da colheita de energia, bem como a faixa de frequência de operação de melhor saída. 
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A partir de investigações experimentais e teóricas utilizando equações com parâmetros 

agrupados, Erturk e Inman (2011) analisaram a dinâmica de um sistema piezomagnéticoelástico 

em comparação à dinâmica de um sistema piezoelástico, representados por vigas em balanço 

na vertical, de forma a comparar as respostas de cada configuração. Foi observada uma 

vantagem considerável do primeiro, já que este apresentou possibilidade de superior geração 

de energia em uma maior gama de frequências de operação. Lai et al. (2019), também usando 

vigas em balanço na vertical trabalhando junto com ímãs, estudaram uma matriz de colheita 

energética multiestável não-linear. Ao lidar com a interação entre as configurações 

monoestáveis e triestáveis, posicionadas alternadamente nas colheitadeiras, obtiveram 

resultados de maior eficiência de colheita e de maior largura de banda operacional, mesmo 

trabalhando com amplitudes mais baixas.                                                                                      

Com uma perspectiva diferente, Bouhedma et al. (2019) apresentaram um mecanismo capaz 

de coletar energia em múltiplas frequências de operação e se adaptar de forma autônoma às 

frequências ambientais dominantes. Partindo de uma única chapa, foram projetadas duas vigas 

em balanço com um imã em cada extremidade, trabalhando com duas frequências distintas 

simultaneamente. Essa ênfase combinou multi-ressonância e sintonização de frequência, 

permitindo uma largura de banda operacional maior. Um modelo parecido foi desenvolvido por 

Krishnasamy e Lenka (2018), na qual os principais parâmetros a serem modificados para se 

obterem melhores respostas seriam a distância entre os ímãs e o comprimento do feixe 

piezoelétrico. Anand et al. (2022) também investiu nesse tipo de abordagem e fez uma 

comparação entre um sistema com e sem a presença dos ímãs. O resultado foi uma melhora na 

tensão e potência de saída, além de maior faixa de frequência de operação da colheitadeira.  

Outro enfoque diversificado foi evidenciado por Zou et al. (2021), no qual o cenário de 

aplicação da colheitadeira acoplada magneticamente foi embaixo d’água. Por meio de testes em 

túneis de água, eles puderam comprovar que o acoplamento magnético e o uso de mecanismos 

flex-tensionais têm grande potencial para captação de energia em ambientes agressivos como 

subaquáticos. Analogamente, Hou et al. (2020) criaram um modelo de coletor baseado na 

vibração induzida por vórtice (VIV), de forma a poder ser gerada energia a partir do vento e do 

fluxo de água. Em suas análises, verificaram que a diminuição da distância entre os ímãs 

alocados na estrutura e os ímãs fixos à uma superfície próxima gerava uma maior potência de 

saída. Um estudo utilizando um sistema similar foi feito anteriormente por Naseer et al. (2017), 

no qual obtiveram resultados equivalentes. Su e Wang (2021), utilizando um modelo VIV 

distinto, afirmaram que a força magnética pode melhorar significativamente a tensão de pico. 
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1.1 Objetivos 

Este trabalho visa o desenvolvimento de um modelo numérico com um grau de liberdade 

com parâmetros concentrados para representar uma viga piezoelétrica engastada em uma 

extremidade a uma base harmonicamente excitada e tendo em sua extremidade livre uma massa 

magnética interagindo com outra massa magnética fixada nas proximidades da viga. Serão 

desenvolvidas as equações de movimento incluindo o acoplamento eletromecânico do elemento 

piezoelétrico e a força magnética entre os imãs. Por fim, será realizada uma análise paramétrica 

visando o estudo da dinâmica do sistema e da potência gerada variando parâmetros como 

distância entre os imãs, frequência e amplitude excitação para identificar as melhores condições 

de operação. 

 

1.2 Motivação 

Os crescentes avanços nas áreas de micro fabricação e eletrônica levaram ao 

desenvolvimento de pequenos dispositivos de baixa potência que podem ser utilizados para 

diferentes fins, incluindo sensores, atuadores e sistemas de transmissão de dados sem fio. 

Diversos estudos visam a implementação autônoma destes dispositivos buscando diferentes 

formas para alimentação elétrica in loco, uma possível alternativa é a geração de energia 

utilizando materiais piezoelétricos sujeitos a vibração. Na tentativa de melhorar o desempenho 

dos dispositivos piezoelétricos, muitos   trabalhos   focam   na inclusão   proposital   de   não 

linearidades para aumentar a capacidade de conversão da energia proveniente do ambiente em 

elétrica em uma ampla faixa de frequências. As não linearidades obtidas através da introdução 

de forças magnéticas provenientes de imãs nas proximidades de um elemento piezoelétrico vem 

se mostrando extremante promissora para otimizar a geração de energia, especialmente em 

condições de vibrações com características aleatórias e não estacionárias. Este trabalho visa 

investigar o desempenho das não linearidades magnéticas na colheita de energia. Na 

modelagem matemática do problema, será empregada na equação de movimento do oscilador 

piezoelétrico com a inclusão da equação da força magnética disponível na literatura para estudo 

de parâmetros físicos como, distância, polaridade e intensidade dos imãs, que são importantes 

para otimização dos sistemas reais. Conforme demostrado na Introdução, uma grande parte dos 

autores modelam a forma magnética como uma equação do tipo Duffing e em boa parte os 
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trabalhos utilizam equações adimensionalisadas sem a preocupação de identificar o significado 

das constantes Duffing como parâmetros reais da força magnética.  

 

1.3 Organização do trabalho 

No Capítulo 1, é feita a introdução do trabalho, sendo composta principalmente pela revisão 

bibliográfica, onde são apresentados o conceito da piezoeletricidade, as diversas aplicações e 

algumas formas de otimizações que já foram analisadas. Também são demonstrados os 

objetivos, motivações e descrição do problema a ser estudado. No Capítulo 2, através da 

fundamentação teórica, é apresentada uma descrição de materiais piezoelétricos. A etapa 

seguinte, o Capítulo 3, consiste numa apresentação detalhada do problema investigado, com 

inclusão do modelo matemático utilizado, bem como a metodologia numérica empregada. Por 

fim, nos capítulos 4 e 5, serão exibidos os resultados e conclusões, respectivamente. 
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2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

2.1 Materiais Piezoelétricos e seu funcionamento 

No fim do século XIX, os irmãos Curie, ao longo de suas pesquisas e experimentos, 

descobriram que determinados materiais naturais, como por exemplo alguns cristais, possuíam 

uma propriedade ainda não vista antes. Após a aplicação de tensão mecânica em um desses 

elementos, eles notaram que houve um deslocamento de cargas elétricas conforme ocorria a 

deformação. Esse fenômeno se deu pela polarização elétrica causada pelo carregamento 

mecânico e pôde ser demonstrado com o uso de eletrodos, que foram utilizados com objetivo 

de medir a diferença de potencial elétrico induzido no material. Os Curie denotaram essa 

relação como acoplamento eletromecânico e esse efeito é conhecido como Efeito Piezoelétrico 

direto (Leo, 2007).  

Após certo tempo, dando continuidade aos estudos, os irmãos notaram também o efeito 

reverso, ou seja, a aplicação de um campo elétrico gerou deformação no material de forma 

proporcional ao campo aplicado, chamado de efeito indireto. 

2.2 Efeito Piezoelétrico Direto 

Em um corpo de prova de material piezoelétrico dúctil, é aplicada uma tensão mecânica 

uniaxial, de forma similar a um teste de tração, ou seja, apenas ocorrendo deslocamento na 

direção da carga aplicada. Essa tensão mecânica, T, aplicada ao material irá gerar um 

alongamento, e essa deformação, denominada por S, é definida como alongamento total 

dividido pelo comprimento inicial da amostra, conforme mostra a Figura 1 (vide Leo, 2007).  

 

Figura 1 - Comportamento do gráfico tensão-deformação de um material piezoelétrico dúctil. 

(Adaptado de Leo, 2007) 

Essa deformação cresce de forma linear até um determinado valor de tensão, que é 

chamada de tensão crítica, a partir da qual o material passa a ceder. A inclinação da linha é 



21 

 

chamada de módulo de Young, denotada por Y [N/m²]. A relação entre a tensão e a deformação 

no limite linear é dada por 

𝑆 =
1

𝑌
𝑇 = 𝑠𝑇 (1) 

 

sendo s é o inverso do módulo de Young[m²/N].  

Tomando como base esse mesmo material piezoelétrico submetido a uma tensão 

aplicada, além do alongamento comumente observado, será produzido um fluxo de carga 

elétrica que pode ser identificado posicionando dois eletrodos nas faces das extremidades do 

espécime (Figura 2). Esse fluxo de carga é resultado da movimentação de dipolos elétricos, que 

são partículas eletricamente carregadas e são estimuladas pelo esforço aplicado no mesmo, 

como é observado na Figura 2. Essa carga elétrica produzida dividida pela área dos eletrodos é 

chamado de deslocamento elétrico, 𝐷  [C/m²].  

 

Figura 2 - (a) Representação do Efeito Piezoelétrico Direto; (b) Relação entre a tensão aplicada 

e o deslocamento elétrico. (Adaptado de Leo, 2007) 

No limite linear existe a relação linear entre a tensão elétrica e o deslocamento elétrico, 

e a inclinação dessa curva é chamada de coeficiente de deformação piezoelétrica. Essa relação 

pode ser expressa por 

𝐷 = 𝑑𝑇 (2) 

 

onde D é o deslocamento elétrico e d é o coeficiente de deformação piezoelétrica [C/N]. 

2.3 Efeito Piezoelétrico Inverso 

Assim como há a ocorrência do Efeito Piezoelétrico Direto, descrito anteriormente como 

uma reação elétrica como resposta a um esforço mecânico aplicado, também é exibido o efeito 

recíproco, ou seja, a aplicação de um campo elétrico no material irá gerar uma resposta 

mecânica. Ao aplicar um potencial elétrico a partir dos eletrodos, assumindo que os materiais 
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piezoelétricos são isolantes perfeitos, é gerado um campo elétrico no corpo, E [V/m], que é 

definido como a tensão elétrica aplicada dividida pela distância entre os eletrodos. A aplicação 

desse campo irá gerar a formação de dipolos elétricos, gerando um movimento das cargas 

elétricas que será medido nos eletrodos. A Figura 3 mostra graficamente essa relação.  

 

 

 

Figura 3 - Relação entre o campo elétrico aplicado e o deslocamento elétrico. (Adaptado de 

Leo, 2007) 

 

Em valores mais reduzidos de campo elétrico, a relação entre E e D será linear, tendo 

como a constante de proporcionalidade chamada de permissividade elétrica, identificada como 

ε e de unidade F/m. Essa relação é dada por 

𝐷 =  𝜀𝐸. 

 

(3) 

O Efeito Piezoelétrico Inverso é estabelecido também como a relação entre o campo 

elétrico aplicado e a deformação mecânica resultante (Figura 4).  

 

Figura 4 - Relação entre o campo elétrico aplicado e a deformação no material. (Adaptado de 

Leo, 2007) 
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Ao aplicar pequenos valores de campo elétrico (limite linear), também é observada uma 

relação linear entre este e a deformação, sendo a inclinação dessa curva o coeficiente de 

deformação piezoelétrica. Essa relação é dada por 

𝑆 = 𝑑𝐸. (4) 

 

Nesse caso, o coeficiente de deformação piezoelétrica tem como unidade [m/V], que é igual a 

unidade de [C/N], já que 1 V representa a diferença de potencial entre 2 pontos que vão 

transmitir 1 Joule de energia por coulomb de carga que passe entre estes dois pontos. 

 

Conforme mostrado, é possível escrever as equações dos efeitos piezoelétricos direto e 

indireto combinadas de forma a relacionar as variáveis elétricas com as variáveis mecânicas. 

Então, a partir dessa relação, a expressão terá a forma da seguinte matriz: 

{
S
D
}= [

𝑠 𝑑
𝑑 𝜀

] {
T
E
}. (5) 

 

Estabelecida essa relação, também devem ser consideradas as direções de aplicação de 

esforços e do campo elétrico. Na Figura 5, é apresentado um sistema de coordenadas de forma 

a especificar as três possíveis direções, adotando a direção 3, alinhada ao eixo de polarização 

do material por convenção, como eixo de aplicação do campo elétrico. 

 

Figura 5 - Exemplificação do sistema de coordenadas usado para análise tridimensional. 

(Adaptado de Leo, 2007) 
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As expressões do campo elétrico e do deslocamento elétrico em função das possíveis 

orientações dos vetores passam a ser, respectivamente, 

 

E = {
E1
E2
E3

} e D = {
D1
D2
D3

} . 
 

(6) 

 

Associando as três direções possíveis a ambas as variáveis, a relação entre elas pode ser 

descrita como 

 

𝐷1 = 𝜀11
𝑇 𝐸1 + 𝜀12

𝑇 𝐸2 + 𝜀13
𝑇 𝐸3 

(7) 

𝐷2 = 𝜀21
𝑇 𝐸1 + 𝜀22

𝑇 𝐸2 + 𝜀23
𝑇 𝐸3 (8) 

𝐷3 = 𝜀31
𝑇 𝐸1 + 𝜀32

𝑇 𝐸2 + 𝜀33
𝑇 𝐸3, 

(9) 

 

 também podendo ser escrita na notação 

 

𝐷𝑚 = 𝜀𝑚𝑛
𝑇 𝐸𝑛. 

(10) 

 
 

A ligação entre a tensão aplicada e a deformação resultante também pode ser feita de 

modo semelhante. No caso dessas, além de serem identificadas as componentes que são normais 

às faces, que são denotadas como T11, T22, T33, S11, S22, S33, também fazem parte as 

componentes de cisalhamento, que são T12, T13, T23, T21, T32, T31, S12, S13, S23, S21, S32 e S31. 

Relacionando essas componentes, temos a notação geral 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐸 𝑇𝑘𝑙. 

 

(11) 

 

 Agora, de forma a determinar a conexão entre as variáveis elétricas e mecânicas, as 

expressões de acoplamento entre a deformação e o campo elétrico, e entre o deslocamento 

elétrico e a tensão aplicada passam a ser, respectivamente,  

 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑗𝑛𝐸𝑛 
(12) 
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𝐷𝑚 = 𝑑𝑚𝑘𝑙𝑇𝑘𝑙. 
(13) 

 

 Conciliando as quatro equações definidas, o sistema completo de expressões 

constitutivas para materiais piezoelétricos pode ser escrito como: 

 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐸 𝑇𝑘𝑙 + 𝑑𝑖𝑗𝑛𝐸𝑛 (14) 

𝐷𝑚 = 𝑑𝑚𝑘𝑙𝑇𝑘𝑙 + 𝜀𝑚𝑛
𝑇 𝐸𝑛. (15) 

 

 Esse conjunto de equações tem, por definição, 81 valores para deformidade mecânica, 

27 coeficientes de deformação piezoelétrica e 9 constantes de permissividade dielétrica. Os 

sobrescritos T e E denotam os valores como constantes. 

Partindo das equações constitutivas encontradas, a representação compacta tem como 

base a simetria entre os tensores de tensão e deformação, fazendo então com que 

 

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑗𝑖 (16) 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝑗𝑖. (17) 

 

 Utilizando a notação de Voight para o mapeamento desses índices, temos que: 

 

𝑆1 = 𝑆11 𝑇1 = 𝑇11 (18) 

𝑆2 = 𝑆22 𝑇2 = 𝑇22 (19) 

𝑆3 = 𝑆33 𝑇3 = 𝑇33 (20) 

𝑆4 = 𝑆23 + 𝑆32 𝑇4 = 𝑇23 = 𝑇32 (21) 

𝑆5 = 𝑆31 + 𝑆13 𝑇5 = 𝑇31 = 𝑇13 (22) 

𝑆6 = 𝑆12 + 𝑆21 𝑇6 = 𝑇12 = 𝑇21 (23) 

 

 Levando em conta essas considerações, a notação compacta das equações passa a ser: 

 

𝑆𝑖 = 𝑠𝑖𝑗
𝐸𝑇𝑗 + 𝑑𝑖𝑘𝐸𝑘 (24) 

𝐷𝑚 = 𝑑𝑚𝑗𝑇𝑗 + 𝜀𝑚𝑘
𝑇 𝐸𝑛. (25) 

 

 Para esta notação, são atribuídos os valores entre 1 e 3 para m e n e os valores entre 1 e 

6 para i e j. Assim, passam a ter apenas 36 valores de constante elástica independentes, 18 

coeficientes de deformação piezoelétrica e 9 componentes de permissividade dielétrica. 

Expandindo essas equações em forma de matrizes, temos que: 
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{
 
 

 
 
S1
S2
S3
S4
S5
S6}
 
 

 
 

 = 

[
 
 
 
 
 
s11 s12 s13 s14 s15 s16
s21 s22 s23 s24 s25 s26
s31 s32 s33 s34 s35 s36
s41 s42 s43 s44 s45 s46
s51 s52 s53 s54 s55 s56
s61 s62 s63 s64 s65 s66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
T1
T2
T3
T4
T5
T6}
 
 

 
 

+ 

[
 
 
 
 
 
d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33
d41 d42 d43
d51 d52 d53
d61 d62 d63]

 
 
 
 
 

{
E1
E2
E3

} 

 

 

(26) 

{
D1
D2
D3

} = [

d11 d12 d13 d14 d15 d16
d21 d22 d23 d24 d25 d26
d31 d32 d33 d34 d35 d36

]

{
 
 

 
 
T1
T2
T3
T4
T5
T6}
 
 

 
 

+ [

ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

] {
E1
E2
E3

} 
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 Como os materiais piezoelétricos são do tipo ortotrópicos, ou seja, as propriedades do 

material são únicas e independem das direções ortogonais em que são observadas, a simetria 

das propriedades mecânicas, elétricas e elásticas faz com que as matrizes se reduzam a: 

 

{
 
 

 
 
S1
S2
S3
S4
S5
S6}
 
 

 
 

=  

[
 
 
 
 
 
 
s11
E s12

E s13
E 0 0 0

s21
E s22

E s23
E 0 0 0

s31
E s32

E s33
E 0 0 0

0 0 0 s44
E 0 0

0 0 0 0 s55
E 0

0 0 0 0 0 s66
E ]
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
T1
T2
T3
T4
T5
T6}
 
 

 
 

 + 

[
 
 
 
 
 
0 0 d13
0 0 d23
0 0 d33
0 d42 0
d51 0 0
0 0 0 ]

 
 
 
 
 

{

E1
E2
E3

} 

 

 

(28) 

{
D1
D2
D3

} =  [

0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d24 0 0
d31 d32 d33 0 0 0

]

{
 
 

 
 
T1
T2
T3
T4
T5
T6}
 
 

 
 

 + [

ε11
T 0 0

0 ε22
T 0

0 0 ε33
T

] {
E1
E2
E3

} 
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 que também pode ser representeado como: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑆1
𝑆2
𝑆3
𝑆4
𝑆5
𝑆6
𝐷1
𝐷2
𝐷3]
 
 
 
 
 
 
 
 

 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑠𝐸 𝑠𝐸 𝑠𝐸 0 0 0 0 0 𝑑31

𝑠𝐸 𝑠𝐸 𝑠𝐸 0 0 0 0 0 𝑑31

𝑠𝐸 𝑠𝐸 𝑠𝐸 0 0 0 0 0 𝑑33
0 0 0 𝑠55

𝐸 0 0 0 𝑑15 0

0 0 0 0 𝑠55
𝐸 0 𝑑15 0 0

0 0 0 0 0 𝑠66
𝐸 0 0 0

0 0 0 0 𝑑15 0 𝜀11
𝑇 0 0

0 0 0 𝑑15 0 0 0 𝜀11
𝑇 0

𝑑31 𝑑31 𝑑33 0 0 0 0 0 𝜀33
𝑇 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇1
𝑇2
𝑇3
𝑇4
𝑇5
𝑇6
𝐸1
𝐸2
𝐸3]
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

 

 

 

(30) 
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2.4 Modos de Operação 

A partir do sistema de coordenadas definido, foram estabelecidos dois modos de 

operação relativos ao acoplamento: o modo 33 e o modo 31, que serão explicados a seguir. 

 

2.4.1 Modo de Operação 33 

Este é o modo mais comum de operação, no qual a aplicação de esforço mecânico se 

dará na mesma direção do campo elétrico, ou seja, na direção 3 (Figura 6).  

 

Figura 6 - Representação de uma placa piezoelétrica. (Adaptado de Leo, 2007) 

 

 Como os únicos valores não nulos de campo elétrico e de tensão são os de E3 e T3, as 

equações constitutivas necessárias para se analisar o caso podem ser reduzidas a: 

  

𝑆3 = 𝑠33
𝐸 𝑇3  + 𝑑33𝐸3 (31) 

𝐷3 = 𝑑33𝑇3  +  𝜀33
𝑇 𝐸3. 

 

(32) 

 Em forma matricial, temos que: 

 

(
S3
D3
) =  [

s33
E d33
d33 ε33

T ] (
T3
E3
). 

 

(33) 

2.4.2 Modo de Operação 31 

 

A diferença deste modo de operação para o modo 33, se dá pela direção de aplicação da 

tensão. Neste caso, há uma relação perpendicular, onde a força é aplicada na direção 1, enquanto 
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o campo, como já definido, tem como convenção a direção 3. Um exemplo típico de um modo 

31 é o caso de vigas piezoelétricas finas mostrada na Figura 7, que é definida com a espessura 

ℎ (dada por ℎ ≪ 𝑏 , onde 𝑏 é a largura) e ℎ ≪ 𝑏 ≪ 𝑎, sendo 𝑎 o comprimento da viga. Os 

eletrodos aplicados nas superfícies superior e inferior da viga (plano 12) promovem o campo 

elétrico alinhado a direção 3, segundo o sistema de coordenadas mostrada na Figura 7.  

 

Figura 7 – Aproximação de vigas finas. 

 

Nesta aproximação, os únicos valores não desprezíveis são os de E3 e T1, e considerando 

a simetria dos coeficientes de deformação piezoelétrica (d31 = d13), a análise tem como foco as 

expressões: 

𝑆1 = 𝑠11
𝐸 𝑇1  +  𝑑13𝐸3 (34) 

𝐷3 = 𝑑13𝑇1  + 𝜀33
𝑇 𝐸3, (35) 

 

 

que em forma matricial, passa a ser: 

 

(
S1
D3
) =  [

s11
E d31
d31 ε33

T ] (
T1
E3
).. 

(36) 

 

A configuração mais usual para colheita de energia utilizando materiais piezoelétricos 

utiliza vigas em balanço, com isto é possível obter grandes níveis de deformação no material 

piezoelétrico e por consequência maior diferença de potencial elétrico (Du Toit, 2005). Além 

disso, apresentam baixas frequências naturais comumente sintonizáveis com fontes de vibração 

naturais e de diversos equipamentos. Estes dispositivos podem ser encontrados do tipo 

unimorfo que consiste em uma viga com uma camada de material piezoelétrico colada a um 

substrato de material convencional e bimorfo quando duas camadas piezoelétricas 

“sanduicham” um substrato de material convencional, Figura 8. 
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.  

Figura 8 – Configuração unimorfa (acima) e bimorfa (abaixo). Adaptado de Du Toit (2005) 

 

Muitos modelos encontrados na literatura representam a viga piezoelétrica em balanço 

através de um sistema equivalente de um grau de liberdade (1 gdl) com parâmetros 

concentrados para caracterizar a resposta dinâmica do sistema na frequência fundamental 

(Wang et al., Wang e Lu, Hu et al., Fakharian et al., Tavares e Ruderman). O uso de modelo de 

parâmetros concentrados simplifica a análise tratando a viga como uma entidade discreta com 

valores efetivos de rigidez, amortecimento e massa. 

A Figura 9 mostra o modelo arquétipo utilizado para definir e relacionar as equações de 

movimento referentes ao sistema. Este modelo trata uma massa m acoplada a uma base por 

meio de uma mola de constante elástica 𝑘𝑝 e um amortecedor de coeficiente de amortecimento 

𝑐. Essa base sofrerá uma excitação, denotada por 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡) é o deslocamento da massa em 

relação a uma referência e 𝑧(𝑡) o deslocamento da massa em relação a base. Além disso, o 

sistema também conta com um circuito elétrico representado por uma resistência elétrica 𝑅, 

sendo  𝑖  a corrente elétrica e 𝐶𝑝  a capacitância do piezelétrico. O acoplamento eletromecânico 

é representado por 𝜃, que relaciona a conversão de energia vibracional em elétrica. 
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Figura 9 – Modelo arquétipo do sistema de geração de energia (1 gdl). 

 

A equação de movimento deste sistema é dada por  

𝑚�̈� + 𝑐�̇� + 𝑘𝑝𝑧 − 𝜃𝑉 = −𝑚�̈� 
(37) 

 

sendo  �̈� = 𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)  e 𝑐 = 2𝜉√𝑘𝑚. 

Na equação acima, 𝐴 é a amplitude da aceleração do movimento oscilatório, 𝜔 é a 

frequência de oscilação e 𝜉 representa a taxa de amortecimento. Por fim, ao isolar �̈�, temos a 

equação de aceleração do sistema remodelada de forma que:  

 

�̈� =
−𝑚�̈� − 𝑐�̇� − 𝑘𝑃𝑧 + 𝜃𝑉

𝑚
 

(38) 

 

Além da equação de movimento, temos a equação diferencial elétrica (circuito RC) dada 

por: 

𝜃�̇� + 𝐶𝑝�̇� +
1

𝑅
𝑉 = 0 (39) 

 

onde 𝑉 é a tensão elétrica desenvolvida no material piezoelétrico ao ser submetido a uma 

vibração de base. Podemos reescrever esta equação como �̇� = −
1

𝑅
𝑉+𝜃�̇�

𝐶𝑝
. 

Estas duas equações diferenciais acopladas podem ser resolvidas numericamente 

utilizando o método de integração de Runge-Kutta de 4ª ordem para obtenção da dinâmica do 



31 

 

sistema e a potência gerada pelo dispositivo, sabendo que a potência elétrica instantânea é 

definida por 𝑃 =
𝑉2

𝑅
. 
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3. MODELO MATEMÁTICO 

 

Neste trabalho pretende-se estudar numericamente o desempenho de um sistema de 

geração de energia através de uma viga piezoelétrica sujeita a vibração harmônica na presença 

de imãs. A Figura 10 mostra a vibração em uma base oscilante com uma aceleração �̈� =

𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡), 𝐴 a amplitude da aceleração de base, 𝜔 a frequência angular e 𝑡 o tempo. A viga 

apresenta uma massa magnética na ponta e em um suporte próximo se encontra outra massa 

magnética, sendo 𝑧 o deslocamento da ponta da viga. O circuito elétrico consiste em um resistor 

e 𝑉 é a tensão elétrica gerada. 

 

Figura 10 – Sistema de geração de energia composto de uma viga piezoelétrica excitada por um 

carregamento mecânico  �̈�(𝑡) com ímãs. Adaptado de De Paula et al. (2015). 

Grande parte dos autores tratam este problema como um modelo com um grau de 

liberdade utilizando parâmetros concentrados e a força magnética tratada como uma mola não 

linear do tipo Duffing (Erturk e Inman, Costa et al.). Neste trabalho, será implementada a força 

magnética de interação dipolo-dipolo conforme Wang e Tang (2017). A interação magnética 

pode levar ao sistema à biestabilidade dependendo dos parâmetros como distância entre os imãs 

e intensidade deles. A Figura 11 mostra o modelo esquemático do sistema.  
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Figura 11 – Modelo esquemático do sistema com parâmetros concentrados. 

 

A Figura 11 mostra um sistema representado por um modelo semelhante ao da Figura 

9. Este contém uma massa 𝑚 conectada à uma base por meio de uma mola de rigidez 𝑘𝑃, um 

amortecedor com coeficiente de amortecimento 𝑐 e um circuito elétrico de capacitância 𝐶𝑃, 

resistência 𝑅, corrente 𝑖 e acoplamento eletromecânico 𝜃. O fator que diferencia os dois 

espécimes é a aplicação de uma força magnética 𝐹𝑚𝑎𝑔 à essa massa, utilizada para poder, 

dependendo dos parâmetros, alcançar uma dinâmica biestável. Sendo assim, as equações de 

governo passam a ser: 

 

𝑚�̈� + 𝑐�̇� + 𝑘𝑝𝑧 − 𝜃𝑉 − 𝐹𝑚𝑎𝑔 = −𝑚�̈� (40) 

 

𝜃�̇� + 𝐶𝑝�̇� +
1

𝑅
𝑉 = 0 (41) 

 

 
 

sendo a aceleração de base �̈� = 𝐴𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡), onde A é a amplitude da aceleração, 𝜔 a frequência 

angular e 𝑡 o tempo. A Figura 12 ilustra a vista superior do modelo estudado. Conforme 

mostrado na figura, o sistema compreende uma viga acoplada a um oscilador, tendo uma massa 

magnética em sua extremidade livre, de forma a interagir com um outro ímã fixado em uma 

superfície próxima. Os dois ímãs são dispostos com força repulsiva. D é a distância horizontal 

entre as superfícies opostas de dois ímãs.  A Figura 13 mostra, a partir de uma vista lateral, a 

relação entre os dois ímãs repulsivos. De forma a se compensar o potencial gravitacional, o ímã 

fixo é deslocado para baixo a uma distância 𝑑 a partir do local de alinhamento. Esta distância 

deve ser calibrada experimentalmente com base também na interação estática inicial entre os 

ímãs, quando ainda não há excitação de base; o parâmetro para essa definição é a intensidade 
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da força magnética, que depende da massa do ímã acoplado à viga. 𝐷 é a distância horizontal 

do centro ao centro dos dois ímãs. 𝑥 é a amplitude do movimento da extremidade livre da viga 

ao longo do eixo vertical. 𝑟 representa o vetor posição entre os centros dos ímãs, e 𝑚𝑎 e 𝑚𝑏 

representam os momentos magnéticos efetivos deles. 𝑗̂ é o vetor unitário da direção vertical e 

𝛼 é o ângulo entre 𝑟 e 𝐷. 

 

Figura 12 – Vista superior do sistema. Adaptado de De Paula et al. (2015). 

 

 

Figura 13 – Vista lateral da posição relativa entre os ímãs. Adaptado de De Paula et al. (2015). 

Como é empregada uma interação dipolo-dipolo entre os ímãs, a força magnética 

𝐹𝑚𝑎𝑔 pode ser expressa em forma de vetor por:  

�⃗�𝑚𝑎𝑔(𝑥) =  
3𝜇0𝑚𝑎𝑚𝑏

4𝜋|𝑟|4
[�̂� × �̂�𝑎 × �̂�𝑏 + �̂� × �̂�𝑏 × �̂�𝑎 − 2�̂�(�̂�𝑎�̂�𝑏)

+ 5�̂�(�̂� × �̂�𝑎)(�̂� × �̂�𝑏)] 

(42) 
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onde 𝜇0 =  4𝜋 × 10−7 [𝑁/𝐴2] é a permeabilidade do vácuo; r, ma e mb são as magnitudes dos 

vetores r, ma e mb, respectivamente; e �̂� e �̂�𝑎, �̂�𝑏 são seus respectivos vetores unitários. Ao 

relacionar os vetores unitários, a eq. (42) pode ser reduzida a: 

 

�⃗�𝑚𝑎𝑔(𝑥) =  
3𝜇0𝑚𝑎𝑚𝑏

4𝜋|𝑟|4
[4𝑗̂ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 5�̂�(𝑠𝑖𝑛 𝛼 )2] 

 

(43) 

 onde 𝛼 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 [(𝑧 + 𝑑) /𝐷] e 𝑟 = √(𝑧 + 𝑑)2 + (𝐷)2. 

 

Assim, a força magnética na direção vertical pode ser representada por: 

 

𝐹𝑚𝑎𝑔𝑣(𝑥) =  �⃗�𝑚𝑎𝑔(𝑥) ∙  𝑗̂ =  
3𝜇0𝑚𝑎𝑚𝑏

4𝜋|𝑟|4
[4 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 5(𝑠𝑖𝑛 𝛼)3] 

(44) 

Conforme demonstrado em Cottone et al (2009) e Tang et al (2012), a equação (44) 

pode ser simplificada através de uma expansão em série Maclaurin para pequenos 

deslocamentos, chegando em uma equação simplificada em função dos deslocamentos 

conforme a equação (44). Essa equação é expressa por: 

 

𝐹𝑚𝑎𝑔(𝑧) ≈ (𝐾0 + 𝐾1)𝑧 + 𝑎𝑧
3 (45) 

 

onde K0 (K0 > 0) é a rigidez efetiva da configuração linear (sem imãs) e os termos 𝐾1𝑧 e az3 são 

os componentes linear e não linear equivalentes a uma força “mola” não linear introduzida pelos 

influência dos ímãs, respectivamente. Para o caso de dois ímãs se atraindo, temos que K1 = 

(µ0m²/2π)3dD-5 > 0 e a = - (µom²/2π)(15/2)d³D-7 < 0, ou seja, a parte linear da força “endurece” 

o sistema, mas a parte cúbica não linear induz a um “amolecimento” do sistema. Enquanto isso, 

para o caso de dois ímãs se repelindo, temos que K1 = -(µ0m²/2π)3dD-5 > 0 e a = 

(µom²/2π)(15/2)d³D-7 < 0.  

A força magnética introduzida no problema apresentada na Equação (45) está associada 

a um potencial magnético similar a um pêndulo não linear com interação magnética dipolo-

dipolo de acordo com Cottone et al (2009), definida por: 
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𝑈(𝑧) =  
1

2
𝐾0𝑧

2 + 
𝜇0𝑚𝑎𝑚𝑏

2𝜋𝑑
(𝑑2𝑧2 + 𝐷2)

−3

2 . (46) 

 

A partir desse sistema montado, serão feitas análises com e sem a presença da força 

magnética, variando parâmetros como amplitude da aceleração (A), frequência de vibração (ω), 

além dos parâmetros relativos à força magnética, como os momentos de dipolo magnéticos dos 

ímãs (𝑚𝑎 𝑒 𝑚𝑏) e a distância entre os ímãs (D). Abaixo, é apresentada a Tabela 1 com os valores 

de cada indicador que serão utilizados para o estudo. Essas medidas foram referenciadas de Ai 

et al. (2019), e para posterior validação dos resultados, foi disposto também o estudo de Tang 

et al (2012). 

Tabela 1 – Parâmetros do sistema 

Parâmetros do oscilador piezoelétrico 

mi [kg] c [N.s/m] KP [N/m] CP [F] θ [N/V] R [Ω] A [m/s²] 

0.00878 0.219 4150 4.194 × 10-8 −0.004688 100 × 10³ 2.5 

 

Parâmetros magnéticos 

d [mm] ma [Am²] mb (caso repulsivo) [Am²] mb (caso atrativo) [Am²] K0 [Nm-¹] 

1 0.2 0.2 -0.2 226 

 

A potência média de saída (�̅�) é definida como: 

�̅� = √
1

𝑡
∫ (𝑉2 𝑅⁄ )2𝑑𝑡
𝑡

0

 

 

  (47) 

  

  

 

O mesmo vale para o deslocamento médio: 

𝑧̅ = √
1

𝑡
∫ (𝑧)2𝑑𝑡
𝑡

0

 

 

  (48) 
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4. RESULTADOS 

 

 As análises, inicialmente, foram feitas sem a presença do campo magnético, de forma a 

ser feita a validação do código. Os resultados obtidos foram então comparados com os 

resultados de Ai et al. (2019). Na Figura 14, é apresentado o comportamento da viga com 

relação ao movimento, onde é possível ver que há um determinado valor de frequência, 

chamada frequência de ressonância, onde o deslocamento atinge o seu pico. Nesse caso, foi 

obtido um valor médio máximo de z = 0,048 mm para um ω = 724 rad/s.   

  

Figura 14 - Deslocamento médio em função de ω. 

 

 Neste mesmo ponto de frequência de ressonância, também é possível obter os maiores 

valores de potência gerada, já que há uma maior intensidade de vibração. A Figura 15 mostra 

que, de forma análoga ao deslocamento, o maior valor de potência média chegou a 0,33 mW, 

também na frequência de ω = 724 rad/s. O resultado ficou idêntico ao de resultados de Ai et al. 

(2019).   
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Figura 15 – Potência média em função de ω. 

 

Além disso, foi feito um estudo a partir dos espaços de fase, que é definido como o 

espaço formado pelas posições generalizadas e seus momentos conjugados correspondentes, ou 

seja, suas derivadas temporais. No âmbito físico, cada ponto do espaço fásico representa uma 

possível condição do sistema mecânico, sendo o ponto fixo na origem a representação do 

equilíbrio estático do sistema e as órbitas ao seu redor, a representação dos movimentos 

periódicos do sistema. Sendo assim, foram utilizados os valores de ω = 580 rad/s, ω = 724 rad/s 

e ω = 868 rad/s, a fim de se analisar o comportamento do projeto a partir de diferentes 

frequências.  

Foi verificado, conforme a Figura 16, que o sistema possui uma única órbita fechada, 

indicando periodicidade de período 1, podendo então ser descrito como um sistema linear. 

Como esperado, observa-se grandes deslocamentos na região de ressonância   
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Figura 16 – Espaços de fase para diferentes ω 

 

 O movimento cíclico da viga também pode ser observado a partir dos valores de 

potência de saída em função do deslocamento (Figura 17). Vê-se um padrão do tipo borboleta, 

uma vez que a potência assume somente valores positivos. Também é possível observar que o 

sistema orbita em torno do ponto de equilíbrio z = 0 mm.  
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Figura 17 – Potência média em função do deslocamento 

 

 A Tabela 2 mostra os resultados de valores mínimos e máximos de potência para os 

casos analisados dos espaços de fases. É possível identificar discrepante queda brusca de P 

quando se comparada a frequência de ressonância com outras frequências vizinhas. 

Tabela 2 – Resultados relativos às frequências 

ω [rad/s] 𝑃 máx [W] 𝑃 mín [W] z [m] z [m] 

580 

724 

868 

0,187 1,037 ×10-5 11,978 -11,978 

539,037 0,001 64,281 -64,281 

14,826 5,818×10-5 10,671 -10,671 

 

  A partir de agora, serão apresentados os resultados com a inclusão da força magnética. 

Primeiramente, é feita uma análise da energia potencial em função do deslocamento para 

diferentes distâncias dos ímãs, tanto para casos atrativos como repulsivos, de forma a serem 

observadas as características do sistema após a introdução desses ímãs. 

 Na Figura 18, é exposto o estudo de Tang et al (2012), onde é feita uma comparação da 

previsão teórica de geração de energia conforme é alterada a distância entre os ímãs. 
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Figura 18 – Previsão teórica da energia potencial U(z) para diferentes configurações 

magnéticas. (Adaptada de Tang et al (2012)) 

 

 A interação dos ímãs reproduz o efeito de uma mola não linear, sendo este definido 

pelos parâmetros da Equação (46). Quando K0 > 0 e o conjunto das constantes do segundo termo 

da Equação (46) resulta em um termo positivo, tem-se uma mola linear definida como sistema 

monoestável, a energia possui apenas um poço de potencial, tendo apenas um mínimo local. Já 

no caso em que K0 < 0 e o conjunto das constantes do segundo termo da Equação (46) resulta 

em um termo positivo, a força de restituição está associada a uma energia potencial com dois 

pontos de mínimo e um máximo na origem, conhecida como duplo poço, o que passa a gerar 

uma biestabilidade no sistema.  

Com relação ao projeto proposto, a análise numérica foi feita com base em diferentes 

valores de aceleração. Foram utilizados os valores de aceleração de A = 5 m/s², A = 7.5 m/s² e 

A = 10 m/s², com intuito de avaliar o comportamento do sistema e apresentar os diferentes 

resultados de potência de saída, identificando a melhor configuração de parâmetros. Foram 

alterados também os parâmetros KP e d, de forma a se comparar como cada um pode influenciar 

nos resultados do projeto. 

Primeiramente, foi estudado o comportamento do sistema utilizando os parâmetros 

iniciais, que se encontram na Tabela 1. A Figura 19 mostra os casos repulsivos, onde a potência 

máxima para a primeira aceleração foi de 1,3 mW, para D = 5 mm; para a segunda aceleração 
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foi de 3 mW, para D = 5 mm e D = 7 mm; e para a terceira aceleração, 5,4 mW, para D = 7 

mm. Observa-se pouca diferença entre os resultados com diferentes distâncias entre imãs para 

este conjunto de parâmetros, somente o caso de 3 mm apresentou um comportamento bastante 

distinto dos outros, indicando a presença predominante da interação das forças magnéticas no 

sistema, resultando em um decréscimo acentuado na potência e um endurecimento do sistema. 

 

Figura 19 – a) Potência média gerada pelo sistema com os parâmetros magnéticos iniciais e 

com os ímãs na configuração repulsiva, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², 

(b) A = 7.5m/s² e (c) A = 10m/s². 

Nos casos atrativos, apresentados na Figura 20, observa-se uma menor produção quando 

D = 3 mm quando se comparado ao caso repulsivo (Figura 19). Ao mesmo tempo que, nos 

outros valores de D já não ocorre tanta alteração, comportamento similar ao observado nos 

casos repulsivos. Quando o sistema é acelerado a 5 m/s², é produzido um máximo de 1.3 mW 
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de potência, quando D = 7 mm. Já para 7,5 m/s², são produzidos 3 mW, quando D = 4 mm. E 

para 10 m/s², 5,4 mW, quando D = 5 mm. Quanto maior o valor de D mais próximo do caso 

sem imãs. Além disso, observa-se nitidamente que a inclusão dos imãs pode alterar o valor da 

frequência em que ocorre o pico de ressonância. 

 

Figura 20 – a) Potência média gerada pelo sistema com os parâmetros magnéticos iniciais e 

com os ímãs na configuração atrativa, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², 

(b) A = 7.5m/s² e (c) A = 10m/s². 

 Tendo em vista que os parâmetros analisados até o momento não resultaram em grandes 

modificações no sistema, decidiu-se estudar o comportamento do sistema com uma rigidez 

menor. Conforme as Equações (40) e (45), entram nas análises os valores de rigidez efetiva da 

viga piezoelétrica 𝐾𝑝 e o valor 𝐾0 da rigidez proveniente da interação magnética. Neste caso, o 

termo linear da equação foi aproximado para [(𝐾𝑝 + 𝐾0)𝑧] ≈ 𝐾0𝑧, de forma a ser diminuída a 

rigidez linear do sistema, podendo assim, ser verificada a influência do termo não-linear a partir 
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dessa redução. Na Figura 21, é apresentado o comportamento do sistema no caso repulsivo, no 

qual é possível observar que o caso sem a força magnética sai na frente quanto à potência 

gerada. Os picos máximos de aceleração foram os mesmos do caso anterior, no entanto, é 

possível perceber maior largura de banda nos casos não-lineares. É possível agora observar 

comportamentos bastante distintos com a variação da distância entre imãs. Os valores de pico 

variam consideravelmente tanto em amplitude como em frequência. 

 

 

Figura 21 – a) Potência média gerada pelo sistema quando KP = 0 Nm-1 e com os ímãs na 

configuração repulsiva, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², (b) A = 7.5m/s² 

e (c) A = 10m/s². 

 

 Na Figura 22, onde são mostrados os casos atrativos, nota-se que há aumento do pico 

da potência gerada nos casos de D = 5 mm quando A = 5 m/s² e D = 7 mm em A = 5 m/s² e A = 
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7.5 m/s², quando se comparados com os casos repulsivos. Já nos casos de D = 3 mm e D = 4 

mm, a geração de potência foi menor nos três valores de aceleração.  

 

Figura 22 – a) Potência média gerada pelo sistema quando KP = 0 Nm-1 e com os ímãs na 

configuração atrativa, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², (b) A = 7.5m/s² 

e (c) A = 10m/s². 

 

 Nas análises onde foi modificado o valor de d, no caso repulsivo, percebe-se que não 

houve variação considerável entre as situações com e sem presença de ímãs. Em todos os 

valores de aceleração, a curva representando o sistema sem FMAG atingiu o maior dos picos, 

chegando a 1,3 mW para 5 m/s², 3 mW a 7 m/s² e 5,3 mW a 10 m/s². Os mesmos picos de 1,3 

mW e 3 mW foram atingidos para quando D = 7 mm em A = 5 m/s² e A = 7,5 m/s², como mostra 

a Figura 23. 
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Figura 23 – a) Potência média gerada pelo sistema quando d = 3 mm e com os ímãs na 

configuração repulsiva, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², (b) A = 7.5m/s² 

e (c) A = 10m/s². 

 

 Já para os casos atrativos, há grande variação tanto de produção de energia como de 

largura de banda nos casos de D = 4 mm e D = 5 mm. Em comparação ao caso repulsivo, o 

ponto máximo da curva de D = 4 mm em a) foi ampliado de 0,3 mW para 1,2 mW, enquanto 

em b) foi de 0,4 mW para 2,1 mW e em c), de 1,2 mW para 3 mW. Fazendo essa mesma 

comparação para quando D = 5 mm, é possível observar um aumento em a) de 0,7 mW para 

1,3 mW, em b) de 1 mW para 2,8 mW e em c) de 1,2 mW para 4,5 mW. Além do incremento 

nos valores de �̅�, é relevante o quanto a largura de banda cresceu nesses dois casos. Com relação 
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aos picos máximos, não houve mudanças entre os cenários repulsivos e atrativos, o que pode 

ser notado na figura 24. 

 

 

Figura 24 – a) Potência média gerada pelo sistema quando d = 3 mm e com os ímãs na 

configuração atrativa, a partir de diferentes acelerações de base: (a) A = 5m/s², (b) A = 7.5m/s² 

e (c) A = 10m/s². 

 

Dentre as análises feitas, é difícil identificar de forma clara quais casos foram mais 

eficientes quando comparados com o caso linear, pois existe uma competição entre máximos 

de potência e largura de banda. Para realizar esta análise, foi feita uma média da potência no 

intervalo de frequência analisado. Essas análises foram divididas por cada aceleração, 
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comparando os casos repulsivos e atrativos para cada uma das circunstâncias, como podem ser 

observadas nas Figuras 25 (a) e (b).  

     

                                        (a)                                                                            (b) 

Figura 25 – Comparação entre a produção média de energia para os casos repulsivos (a) e 

atrativos (b), quando A = 5 m/s². 

Quando comparados com o caso sem a força magnética, nos casos repulsivos em que a 

aceleração era de 5 m/s², pode-se observar uma maior média de energia gerada quando KP = 0 

Nm-1 para todos os valores de D, assim como nas condições iniciais, para D = 4 mm. Já nos 

atrativos, verificou-se maior média quando d = 3 mm para os valores de D = 4 mm e D = 5 mm; 

nas condições iniciais, quando D = 4 mm; e quando KP = 0 Nm-1, para D = 5 mm e D = 7 mm. 

No geral, o maior valor médio foi em torno de 69% maior que o valor do sistema sem os ímãs 

nos casos repulsivos, enquanto no caso atrativo esse valor foi mais de quatro vezes maior. Esses 

resultados são apresentados na Figura 25. 
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                                        (a)                                                                            (b) 

Figura 26 – Comparação entre a produção média de energia para os casos repulsivos (a) e 

atrativos (b), quando A = 7.5 m/s². 

 

 

  Da mesma maneira que para a primeira aceleração, foram feitas as mesmas comparações 

para quando A = 7.5 m/s². Na Figura 26, é visto que as melhores médias de energia produzida 

foram para os casos de D = 4 mm, D = 5 mm e D = 7 mm, quando KP = 0 Nm-1, com os ímãs 

em configuração de repulsão. Na configuração de atração, os melhores valores foram quando d 

= 3 mm para D = 4 mm e D = 5 mm; quando KP = 0 Nm-1 para D = 5 mm e D = 7 mm; e nas 

condições iniciais, para D = 4 mm. Para o caso repulsivo, o maior valor médio de potência foi 

em torno de 45% maior que o valor sem a força magnética. No caso atrativo, o maior valor 

médio foi 452% maior. 
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                                   (a)                                                                            (b) 

Figura 27 – Comparação entre a produção média de energia para os casos repulsivos (a)e 

atrativos (b), quando A = 10 m/s². 

 

  Na última e maior das acelerações, os melhores valores médios obtidos de energia 

gerada foram quando KP = 0 Nm-1 para D = 4 mm e D = 5 mm, e quando d = 3 mm para D = 7 

mm, levando em consideração os casos repulsivos. Nos atrativos, é possível observar isso nas 

condições iniciais quando D = 4 mm; quando d = 3 mm para D = 4 mm, D = 5 mm e D = 7 mm; 

e quando KP = 0 Nm-1 para D = 7 mm. Na configuração de repulsão, o maior valor médio de �̅� 

foi mais de três vezes maior que o valor do sistema sem os ímãs, enquanto na de atração, o valor 

foi em torno de 425% maior.   
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5. CONCLUSÕES 

 

Ao longo deste trabalho, foram apresentados diversos benefícios e aplicações da 

piezoeletricidade. Esse tipo de geração de energia tem permitido cada vez mais avanços nas 

tecnologias, principalmente quando se remete a pequenos dispositivos que podem se 

autoalimentar de forma a não necessitar de baterias, como já citado anteriormente. No entanto, 

não se limitando a um menor porte, foi observado também a utilização em uma maior escala, 

como em pavimentos e pontes. 

Por conta de dependerem apenas de vibrações, a utilidade de dispositivos piezoelétricos 

nas mais diversas áreas se torna bem ampla, principalmente levando em conta as inúmeras 

possibilidades de tamanho de projeto. Além disso, a investigação desse tipo de equipamento é 

feita por meio de implementação numérica e simulações experimentais, o que torna as previsões 

dos resultados bem próximas da realidade, permitindo assim que o aparelho proposto seja o 

mais otimizado possível.  

Com relação aos casos que foram analisados, foram feitos estudos dos casos iniciais e 

casos com alterações em alguns dos parâmetros iniciais. As mudanças foram com relação a 

rigidez efetiva da viga piezoelétrica (KP), a distância de deslocamento do ímã fixo a partir do 

local de alinhamento do ímã móvel (d), a distância horizontal do centro ao centro dos dois ímãs 

(D) e a aceleração de base do sistema (A).  

Por meio dessas análises, observa-se que, nas condições iniciais, os picos de potência 

máxima média gerada foram bem próximos comparando os casos linear e não lineares, 

enquanto com relação à potência média produzida, houve apenas quatro casos onde o sistema 

se saiu melhor do que o sistema sem a presença da FMAG. 

Quando foi variado o parâmetro KP, não foram encontrados resultados superiores com 

relação à potência máxima média produzida, enquanto ao verificar a potência média para cada 

valor de D, em quatorze casos foram obtidos melhores valores ao se comparar com o sistema 

sem ímãs. 

Ao variar o parâmetro d, apesar de não terem sidos obtidos maiores valores de potência 

máxima média, foram identificados casos com maiores larguras de banda de operação. 

Analisando a potência média para os diferentes D, houve oito casos em que o valor superou a 

potência do sistema sem força magnética, sendo esses pontos ocorrendo predominantemente 

em configuração atrativa. 
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É possível observar que a variação do parâmetro A também gerou influência, podendo 

ser observado aumento tanto da potência máxima como da potência média gerada conforme é 

aumentado o valor da aceleração.  

No geral, apesar de não ocorrerem melhores resultados quanto ao quesito de potência 

máxima média gerada, ou seja, os picos de potência com e sem força magnética foram similares, 

foram vistos diversos casos com uma maior produção média de energia ao se comparar os casos 

não lineares com o linear. Além disso, também foram vistos casos em que houve maior largura 

de banda de operação, o que justifica uma investigação mais ampla a respeito.  

Apesar do elevado número de pesquisas já existentes correlacionando as forças 

magnéticas para geração de energia, tal tema possui potencial iminente na integração dos 

candidatos à geradores de energia sustentável, isto é, sem impacto ambiental considerável 

durante seu funcionamento.  
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