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Ementa

1. Definicoes,

Conceito de tensao
Tensao e deformacao
Cargas axiais

Torgcao

Flexao pura

Barras submetidas a carregamento transversal

© N o a0~ 0D

Analise de tensdes e deformacoes.
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Objetivos Gerais / Objetivos Especificos

1. Compreender os principios de funcionamento das estruturas submetidas a
carregamentos mecanicos diversos.

O Identificar as estruturas, o seu funcionamento e suas reagdes quanto a
sua operacionalidade.

O Analisar suas aplicagbes permitindo o calculo de parametros
relevantes.

2. Conhecer os fundamentos conceituais de Resisténcia de Materiais e sua
aplicacao nos varios tipos de estruturas simples.

O Identificar e calcular as tensbes e deformacdes geradas por
determinados carregamentos em estruturas simples.

O Analisar o comportamento das estruturas de trabalho.
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Objetivos Gerais / Objetivos Especificos

3. Desenvolver capacidade de selecionar e aplicar esses conceitos em
projetos de instalacdes. Aprender nogbes de projeto destas estruturas.

O Utilizar os modelos matematicos de Resisténcia dos Materiais para
calculo dos parametros de Engenharia em estudos de casos reais.
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Capitulo 1 —- CALCULO DAS REACOES

1.1 — Tipos de suportes (ou apoios)

1.2 — Tipos de carregamentos

1.3 — Classificagao de vigas

1.4 — Calculo das reacdes nas vigas
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1.1 Tipos de suportes (ou apoios)

a) Articulagio: (Resiste a uma D) Rolete: (Resiste a uma forca
forca em apenas uma diregdo) €m apenas uma direg¢ao)

: rolete 3
B viga _ \[\ A viga.
_ @
o
Ra
f,?’ viga
_f"_
roletes > \/,
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1.1 Tipos de suportes (ou apoios)

c) Pino: (Resiste a uma forga que d) Engastamento: (Resiste a uma

age em qualquer direcao) forca que age em qualquer
. direcao e a um momento)
pino
\J Ma 7
—| (oA 1 Rax A
Rae 11 —> e
S
ng R*""*Y
Rax
—p| A 1
S
Ray
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1.2 — Tipos de carregamentos

a) Forgas concentradas

v i

. = S _{;%@ ST
w2 L
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1.2 — Tipos de carregamentos
b) Carga uniforme distribuida

carga w(kgf/m)

%5555§E§E§%§E§E§%§E§?ﬁ?~§i§i§Eiiiiiiii{if Ras P13 .
\

,4«' 77 e
/ L Rs

Para o calculo das reacoes de apoio, a carga uniforme
A distribuida é substituida por uma forca concentrada

equivalente W igual a area da figura geomeétrica da
carga e que passa pelo seu centroide: W=p . L
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1.2 — Tipos de carregamentos

c) Carga uniformemente variavel

carga T w (kgf/m)
D e T o Rax 1

A \x g = _b_A_ y
&\%‘ % R:Hfﬁm L Rs )

Para o calculo das reacoes de apoio, a carga uniforme

variavel é substituida por uma forca concentrada
equivalente W igual a area da figura geomeétrica da

carga e que passa pelo seu centroide: W= (p.L) /2
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1.2 — Tipos de carregamentos

d) Momento concentrado

A

—

W

B

W -
T,

W
e

e,

s

h 4

DD
S,

Re
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1.3 — Classificacao de vigas

a) Simplesmente apoiadas

A Tl

% O .

A L :’s‘ﬁfjﬁx;& fﬁ; 27 » T
-

‘ S >

b) Bi-engastada (fixa)

L
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1.3 — Classificacao de vigas

1

c) Engastada- Apoiada

AN A

L T
d) Em balanco
w (kgf/im)
A 1111
ﬁ |
% : \
/fff =
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1.3 — Classificacao de vigas

e) Em balango nas extremidades

5 w (kgf/m)
! ol
Fffﬁffxﬂ L fa’ffjﬁﬂ

Resisténcia dos Materiais Il

GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda

-/
I’-' CEFET/RJ

18



1.4 — Calculo das reacdes nas vigas

Equacbes de equilibrio estatico (forcas aplicadas em um plano):

ZF;.{ -0, ZF}F:D & ZMMuB — ()

Oou
> F =0,>2M, =0e >M_=0
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Calculo das reacoes nas vigas — Exemplo 1.1

Calcular as reagdes nos apoios da viga. Desprezar o peso da viga.

200 kgf.m 1100 kgf 1150 kgt
A ’o | B
A Y o

T 05m . 05m AT

‘ 0.5m 410,5m .\
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Diagrama de corpo livre (D.C.L.):

200 kgf.m 100 kgf 160 kof
Rax A ’
Sr——— ‘3 B

— ZF){ZO =2 Ra=0
')ZNIA:O, 200+ 100.1+160.15-Rg.2=0 = Rg =270 kdf

TZFy:(}, Ray-100-160+270 =0 =2 Ray=-10kdf

Verificacao:
') ZMB:U =2-10.2+200-100.1-160.0,5 =0 OK
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Calculo das reacoes nas vigas — Exemplo 1.2

Observacao: Nenhum momento é transmitido por uma junta articulada,
apenas as forcas horizontais e verticais sao transmitidas.

L2 P articulacao
- X

A ] ©
_@®
T, L .

%-- L.

i

@)
AN

Diagrama de corpo livre (D.C.L.):

L/2 ¥ P2
-
A | | B | M. = P/2.a
A

C
P2 il a
- P/2 L—_I P/2
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1 - CALCULO DAS REACOES

0 Conheca Modelos Estruturais e Reacdes de Apoio em:

https://www.youtube.com/watch?v=3itNKgyxU7M .

https://www.youtube.com/watch?v=kQWiroRx3ho .

Sugestao: FrameDesign app

FrameDesigr

ﬁ https://play.google.com/store/apps/details?id=nl.letsconstruct.framedesign

b B 8

BeamDesign
LetsConstruct Produtividade

https://play.google.com/store/apps/details?id=nl.letsconstruct.beamdesign

Contém anuncios - Oferece c

o
> 3

SW FEA 2D Fre

estruturas 20 emicldL

https://play.google.com/store/apps/details?id=np.com.softwel.swframe2d .

* ko Wi
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Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo 1 1.1 a 1.10
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Capitulo 2 - DIAGRAMAS DE FORCA AXIAL,
CORTANTE E DE MOMENTOS

= 2.1 — Método das secdes

= 2.1.1 — Forca cortante nas vigas (V)

= 2.1.2 — Forca axial nas vigas (P)

= 2.1.3 — Momento fletor (M)

= 2.1.4 — Diagramas de forcas cortante e axial e do momento fletor

2.2 — Método do somatorio
= 2.2.1 — Equacdes diferenciais de equilibrio

Resisténcia dos Materiais Il
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2.1 — Método das secoes

O método das secdes estabelece procedimentos para a determinacao
dos esforgos internos ao longo do comprimento da viga. O conceito de
equilibrio das partes de um corpo ¢é utilizado quando o) corpo com um

todo esta em equilibrio.
//J, /l I .
aI o e
£ %

N MEPM
i

1.2

'\é‘_Pl: l“ﬁ / v l i le

i A <_RA L,
Figura 2.1 — Esforcos internos em vigas | TR‘“’ TRB
onde V é a forca cortante, P é a forca axial e M € o momento fletor.
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2.1 — Método das secoes
2.1.1 — Forga cortante nas vigas (V)

A forca cortante V, perpendicular ao eixo da viga, deve ser introduzida
na secao: A-A para satisfazer a equagao de equilibrio 2F, =0

A forca cortante é definida positiva quando girar a se¢cao no sentido anti-
horario.

Figura 2.2 — Forcga cortante
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2.1 — Método das secoes
2.1.2 — Forca axial nas vigas (P)

A forca axial P, paralela ao eixo da viga e que passa pelo centroide da
secao, deve ser introduzida na secao A-A para satisfazer a equacao de
equilibrio ZF, = 0.

A forca axial é definida positiva ou de tracao quando agir de dentro para
fora da secao e negativa ou de compressao em caso contrario.

a b
<P - g == }__,+P
a b

Figura 2.3 — Forga axial
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2.1 — Método das secoes
2.1.3 — Momento fletor (M)

O momento fletor M, que gira em torno de um eixo perpendicular ao
plano que contém a viga, deve ser introduzido na secao A-A para
satisfazer a equacado de equilibrio ZM, = 0 Para isto, o momento
provocado pelas forcas € normalmente calculado em torno do ponto de
iIntersecao de V e P.

O momento fletor é definido positivo quando tracionar a parte inferior da
viga e comprimir a parte superior da viga , e negativo em caso contrario.

+M +M
CE ED
a b
Figura 2.3 — Momento fletor
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2.1 — Método das secoes
2.1.4 — Diagramas de forgas cortante e axial e do momento fletor

Os diagramas de esforgos internos sao tragcados para se determinar a

evolucao das forcas cortante e axial e do momento fletor ao longo da
viga, respectivamente.

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

Exemplo 2.1: Tracar os diagramas P=5t
de forgcas cortante, forca axial e de 4
3

momento fletor para a viga abaixo,

s . A
sujeita a forca inclinada de P = 5 t. _ Q| i
i R ALY,
Desprezar o peso da viga. é 5m * 5 m >‘
Resisténcia dos Materiais |l Prof. Carlos Catunda 7’-‘ CEFET/RJ 30
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

a - Determinar as reacoes de apoio.

4t
Diagrama de corpo livre (D.C.L.): | 3t
RAx

> | |

| 3

* XMg=0 , Rs.10-4.5=0 , Ry =2t

>3 F =0, Rix—3=0 , Rax=3t

TZF}F:O , 2—4+Rpp=0 , Rg=2t

Verificacao:
( M, =4.5-2.10 =0 (OK)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

b - Determinar as forcas cortante e axial e o momento fletor em secoes

entre duas forgas concentradas. s 41
Secao c-c (0<x<5): 3t I ‘ 3t

| i
2t T e th
M
3t ! P
-1
gt L& i I
—> ZFX=O, P+3=0, P=-3 (1 i
ZFy:O, V+2=0, V=-2 (1
" YM_=0, 2.x+M=0, M=2x (tm)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

b - Determinar as forcas cortante e axial e o momento fletor em secoes

entre duas forcas concentradas. 4t g
Segédo d-d (5 < x < 10): 3t ‘ 3t |

I' :d |
P E l
2 ¥ > 2t
- Zsz{], P =0
ZFyZ& -V+2=0, V=2 ()

¥ M =0, 2.(10-x)+M=0, M=-2x+20 (tm)
Resisténcia dos Materiais Il £
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

c - Tracar os diagramas de forca cortante, forca axial e do momento
fletor.

; A
& E 2t
l | . 2
Forca cortante (1) -2 4
Forca axial (t) 3 : }- 3

Momento fletor (t.m)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.1

Conclusoes Importantes:

O Ponto de forga concentrada vertical = Descontinuidade no diagrama de
forca cortante igual a forca concentrada vertical.

O Ponto de forga concentrada axial = Descontinuidade no diagrama de forca
axial igual a forgca concentrada axial.
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

Tracar os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga
apresentada abaixo, sujeita a uma forca distribuida e a um momento
concentrado. w=2t/m

l l l l M=8tm
| c’ ' B
P AL

2m _‘ 2m .+ 2m >(

|

‘,..

Determinar (roteiro):

a - Determinar as reacdes nos apoios (D.C.L.):

b - Determinar as forcas cortante e 0 momento fletor em secdes entre forcas e
momentos concentrados e ao longo de uma carga distribuida.

c -Tracar os diagramas de forca cortante e do momento fletor.
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

a - Determinar as reacoes de apoio.

Diagrama de corpo livre (D.C.L.):

> 3F =0, Rex=0
* SM,=0 ,-4.5+Ry4+8=0 , Ry=3t

T YF, =0,-4+3+Rg=0, Rg=1t

Verificacao:
C M, =-4.1+48-1.4 =0 (OK)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

b - Determinar as forcas cortante e o0 momento fletor em secoes entre
forcas e momentos concentrados e ao longo de uma carga distribuida.

Secao c-c (0 <x<2):
2 t/m '

L [ W
Y l’ VAV 5
- SF =0, P=0 | T%"

SF, =0, -2x+V=0, V=2x ()

G SM.=0, 2.x.x/2+M=0, M=-x* (tm)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

b - Determinar as forcas cortante e o0 momento fletor em secoes entre

forcas e momentos concentrados e ao longo de uma carga distribuida.
ai

Secdo d-d (2 < x < 4): - 8tm
L  J Y Y : ’0 |
A 4 \
X 3t 1t
I 41 g
¥ liw v i vV i 5
>
> YF =0, P =0 5
3t

‘ZFy=o, -4+3+V=0, V=1(t)

( ZMy=0, 4.(x=1)-3.(x=2)+M=0, M=-x-2 (tm)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

b - Determinar as forcas cortante e o0 momento fletor em secoes entre

forcas e momentos concentrados e ao longo de uma carga distribuida.
&
|

=111 ‘g
o

Secao e-e (4 < x <6):

- YF -0, P=0 I
SF =0, -V+#1=0, V=1()

¥ IM_=0, -1.(6-x)+M=0, M=-x+6 (tm)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

c -Tracar os diagramas de forca cortante e do momento fletor.

Sl N O O
l (

Forca cortante (t)

|
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
|
|

Momento fletor (t.m)
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de

momento fletor — Exemplo 2.2

Conclusoes Importantes (além das anteriores):

O Ponto de momento concentrado = Descontinuidade no diagrama de
momento fletor igual ao momento concentrado.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.3

Os skis suportam um homem de 80 kg. Se o carregamento da neve na
superficie inferior de um ski é trapezoidal como mostrado abaixo, determine a
intensidade w e trace os diagramas de forca cortante e de momento fletor
para um ski. Tome g=10 m/s?.

«—1m

A B

b 2020 -

) ZFy:{] , 0,25w+w+025w-400=0 , w=266,67 N/m

I
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.3

Trecho AB
A
‘ = M
V
| | b
SF =0, 222,v=0,V=-26667% (N) «— W=wx/05
Y 05 2
_ w Xx/2
[ p/x=0,V=0
lp/x=05 ,V=-6667N
Y M=0, _WXXX . M=0, M=8889x* (N.m)
05 23
J' p/x=0,M=0
lp/x=05 ,M=1111Nm
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v\\ Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

— ¥/, . .
— Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.3
Trecho BC 0,5 X
ML
Vv
| — | §
il
w052 | i
| I W. X
>F, =0, WOS xsV =0, V=-26667 x—6667 (N)

" p/x=0,V =-6667N
p/x=05 ,V=-200N

M=o, Y92 0,51+x\]—wx5+M=0,M=133,34x2+66,67x+11,11
. 2 3°7) 72

[ p/x=0M=1111Nm
|p/x=05 ,M=7778 Nm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.3

B
T S I A B

|
|
1 .
|
|

Devido a simetria temos:

- ' 200

| 66,67
Forca cortante (N) *l i i__ |
/1

L 11.11

|
;
1
i
|
|
|
|
|
i
i
i
i
i
i
i
i
;
a
;
g
|
|
I
|
|
i

Momento fletor (N.m)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Determine os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga
abaixo.

41
£ 25m -
—m 0
o
|
Forca total Forca total
A | (@) (@ |
_0 D 0O QO
G 3 m LT, A S
- 25m | 3,75m J
- - 5| E |
o o

—
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

4t
= 25m &
]
o

Diagrama de Corpo Livre (DCL):

Viga CDE:
|
5t
G E c 285tm E
— ve— = —dag —
D D v
2:5m 25m

—F ZFx :0, ch_REx=0 — ch=REx
( >Mc=0,Rey.25-1.3-4.05=0 = Rg=2t

T 3F, =0, Ry+Regy-4-1=0 = R =3t
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL): 6t

]
Viga ABC: ! Ray= 21
A i l % i lB C
| (©) —
3m
. >T 5
o
— ZF}(201 RBX—RC};:D — RBx=RCx
C ZMA=U, Rey.3-6.15-Ry.35=0 = Rp =65t
T ZE}, =0, Rayt+Rgy-6-Rgy=0 = Ray=25t
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL): 1t
|

Viga EFG: Re,=2
Rex lE F/'/lﬁ/l

P> Q ' ' ' |

‘ ET 375m 1
|
gl I Roy

Fy

~— ZFK:D, Rex=0 = Rpx=Rex=Regx=0
C DMz =0, 2.(1,25+3,75)-Rgy.3,75+1.3,75/3=0 = Rg =3t

T SF, =0, —2+Rgy—1+Rgy=0 = Rg =0t
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Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL): w . 3 =6t (forca total)
Viga ABC w =2 t/m 12 x

gj\// Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

4|7
Trecho AB (0 < x < 3) w =2 i

>F =0, 26-2x+V=0

l

V=2x-25 (t
p/x=0, Va=-25t
p/x=3, Vg=3,5t
| 2ZM=0, -25x +2xx/2+M=0 = M=-x"+25x (tm)

25

p/Xx=0, Ma=0tm
p/x=3, Mg=-15tm

Momento maximo: %=O, -2Xx+25=0 > x=1,25m

Muax (X = 1,25m) = = (1,252 + 25 . 125 = Mumax = 1,5625 (t.m)

Resisténcia dos Materiais Ill

GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda ‘,’.‘ CEFET/RJ 51



Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL):

Viga ABC M l
Trecho BC (0 < x < 0,5): Cll—l
x Wy
T

ZF¥=U, -3-V=0= V==-3 (1)
p/x=0, Vg=-3t
p/x=05, Vg=-3t
; d>M=0, -3.(005-x)-M=0 = M=3x-15 (t.m)
p/x=0, Mg=-1,5tm
p/x=0,5, Mc=0tm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL):
Viga CDE M
Trecho CD (0 < x < 0,5): D

J

ZFy:D, 3+V=0 = V==3 (1)
p/x=0, Veg=-3t
p/x=05, Vp=-3t
(| 2M=0, —3x+M=0 = M=3x (tm)
p/x=0, Mc=0tm
p/x=05, Mp=15tm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL):
Viga CDE M

Trecho DE (0 < x < 2): c ]

F XF, =0-N#2=8 = V=2

p/x=0, Vp=2t

p/x=2, Vg=2t

; >M=0, 2.2-x)-M=0 = M=-2x+4 (tm)

p/x=0, Mp=4tm
p/x=2, Mg=0tm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL):

Viga EFG 2
Trecho EF (0 < x < 1,25):

X
YF, =0, -2+V=0= V=2 () |

p/x=0, Vg=2t
p/x=125, Vg=2t
| dM=0, 2x+M=0 = M=-2x (tm)

N
p/x=0, Mg=0tm
p/x=125, Mg=-25tm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagrama de Corpo Livre (DCL): =
. g - P (DCL) . Wx/2 w375 _, (total)
iga :
Trecho FG (0 < x < 3,75): | b W = 375 (tm)
1,25 « |V |
}_ - W > 375
3 W — X
2
X
F =0, -2+3-wx/2+V=0=V= - X (t -
2Fy " 3,752 8 W = 22:{
p/x=0, Ve==1t e
p/x=3,75, Vg=0t
3
‘ ZM:O, 2(1,25+X)=3 X+ (W X/2)X3+M=0=> M= —3 o +X-25 (tm)
p/x=0, Mg==-25tm
p/x=375, Mg=0tm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagramas de forca cortante e do momento fletor

Viga ABC: l =ik
ST T T e |
— !
' S
R, ;
z i3
mmm 6 |
Forca cortante (t) 2.5 -3
Momento fletor (t.m)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagramas de forca cortante e do momento fletor

Viga CDE: 5 t
C 25tm E
. O) ot
T ! I
Forca cortante (t) 3t H :
Momento fletor (t.m) ='
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Diagramas de forcas cortante, forca axial e de
momento fletor — Exemplo 2.4

Diagramas de forca cortante e do momento fletor

Viga EFG: i L

Rex lé :Evf | l & l

2 1 i
Forca cortante (t) ;
L W
Momento fletor (t.m) W
-2,5
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GMEC 7006



2.2 — Método do somatério.
2.2.1 — Equacoes diferenciais de equilibrio

Considere a viga com uma carga distribuida w(x).

' ' | >
—(—)—* X
e, | AR A
+W(X)
y
M V+AV
) §M+&M >
¢v v A -
AX ‘
4>
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2.2 — Método do somatério.
2.2.1 — Equacoes diferenciais de equilibrio

Pelas condigoes de equilibrio das forgas verticais (x F, = 0) e dos momentos
(ZM =0 ) temos:

D 3F, =0 —Vew. AX+(V+AV)=0 :%:_w (2.1)
Y IM, =0 M-V . ax+w. 5. X e am=0 M __viow 2 @2
< & 2 AX 2

As egs. (2.1) e (2.2) sendo avaliadas no limite, quando Ax = 0, fornecem as
duas equacoes diferenciais basicas:

X
lim AV zﬂ =-W V(x)z—jw(x) .dx + C, (2.3)
Ax—0 AX dx 5
e
X
i A0 _OM s M(x) = [ V(x). dx + C; (2.4)
Ax—0 AX dx 0
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Metodo do somatorio / Equacoes diferenciais de

equilibrio — Exemplo 2.5

Tracar os diagramas de forca cortante e momento fletor para a viga usando o
metodo do somatario.

P P
A l l B

|
W
i, ?fﬁff"’ff?’rﬁ

L/4 L/2 L4
Ra F e e "I Rs
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|E@|\ Metodo do somatorio / Equacoes diferenciais de

equilibrio — Exemplo 2.5

a - Determinar as reagcoes nos apoios.

Y 5™, =0 ,—P.%—P.i—LJrRB.L:D — Rg=P

I 3F =0 ,Ra-P-P+P=0 = Ry=P

Da eq. (2.3), sabendo que w(x) = 0 = V(x) = constante = V. Da eq.(2.4), como
V é constante, a equacao de momento fletor no trecho é da forma:

M(x)= - Vx+C,
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Metodo do somatorio / Equacoes diferenciais de

equilibrio — Exemplo 2.5

b - Tracar os diagramas de forca cortante e momento fletor.

N A

/ | : # )
ﬁ*ﬂiﬂ:’c | i s’yff’?f;ﬁ
= 5 | P
i : H_ +P
Forca Cortante | | |
= P - : i
| 5 PL/4 i
| | & r :
Momento Fletor ! [m ‘ H H i
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

Construir os diagramas de forgca cortante e momento fletor para a viga com o
carregamento mostrado abaixo, usando o método do somatério.

10 t
2 t/m /44 l l i —

0 0 O 0 0 |

b R
- 1m 1m 2m Tm
b P
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

a - Determinar as reacoes nos apoios.

10t

13t 8tl 12t
I
0 0 __E 0 0 |
C Rax I A D B E F G
3m aIm Tm 1m 2m 1m
|-l < | - =& -(-l -‘-l +

— YF =0, Rx=6=0 = Ra=6t
% >M,=0,3.2-8.3+Rg4-2.6=0 = Rg=75t

1 ZFFZU , -3+Rayy—-8+75-2=0 = Ra =955t

Resisténcia dos Materiais Ill

. y 66
GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda ,’-' CEFET/RJ



Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor
M(x) para cada trecho da viga. (Partir da extremidade mais a esquerda,
ponto C:)

V(x) =—Tw(x)dx+c1
Trecho C-A: 0

p/x=0,w=-2>b=-2

w(x)—ax+b{ pix=3,w=0:>a=%

W(X) = %x -2 (t/m)

52 2 %2
ViX)=—[lSx-2|dx+C1 = V) =-—"—42%x3C1 @
3 32
0

p/x=0, V.=0 = C1=0 (nao ha forca concentrada em C)

2
V(X) = -2 1 2x
3

p/x=3 = Va=3t
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor
M(x) para cada trecho da viga. (Partir da extremidade mais a esquerda,
ponto C:)

X A g g
MX)=—|V(X)dx+C2 = MX)=—=||———+2x |dx+C2
Trecho C-A: ) £H ’ e 1[ 32+} i
3
M{x)——[—lx— 3x2]+02
a3 2

p/Xx=0, M.=0 = C2=0 (n&o ha momento concentrado em C)

M(x) = g—xz (t.m)

p/X=3 = Ma=-6t. m
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor
M(x) para cada trecho da viga. (Partir da extremidade mais a esquerda,
ponto C:)

Trecho A-D:

V(X) = jw x) dx + C1

comow(x)=0 = V(x)=constante=C1=-25t

M(x) = jV(x)dx+c2 CM(X)=—[(-25)dx +C2 = M(x)=25x +C2

l:l"—-\x

p/x=0, Mp=-6 = C2=-6 (naoha momento concentrado em A)

M(x)=25x-6 (t.m)
p/x=3 = Mp=15t. m

forcaaxial: P=-61
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6
b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor

M(x) para cada trecho da viga. (Partir da extremidade mais a esquerda,
ponto C:)

X

Trecho D-B: vix)= _J[;W(x) GGl

comow(x)=0 = V(x)=constante=C1=5,5t

X X
M(x)=—[V(x)dx+C2 , M(x)=—[65dx+C2 = M(x)=-55x+C2
0 0

p/x=0, Mp=15 = C2=1,5 (n&o ha momento concentrado em D)
M(x)=55x+15 (tm)
p/Xx=1 =>Mg=-4t. m

Forcaaxial P=0
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de
equilibrio — Exemplo 2.6

b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor
M(x) para cada trecho da viga. (Partir da extremidade mais a esquerda,
ponto C:) "

Trecho B-E: vx) =—£w(x)dx+c1

comow(x)=0 = V(x)=constante=C1=-2 = V=-2t

M{x):—TV(x)dx+02 ,M{x):—]s(—2)dx+{32 = M(x)=2x+C2
0 0

p/Xx=0, Mg=-4 = C2=-4 (nao ha momento concentrado em B)
M(x)=2x-4 (t.m)
p/x=1 >Mg=-2t. m

Forca axial P =0
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de

equilibrio — Exemplo 2.6

b - Determinar as funcoes da forca cortante V(x) e do momento fletor

M(x) para cada trecho da viaa. (Partlr da extremidade mais a esauerda,
ponto C:)  yx)= jw x)dx+C1 , V(x)= j( 1) dx+C1 = V(x)=x—C1

Trecho E-F: ’

p/x=0, Vg=-2 = C1=-2 (n&o ha forca concentrado em E)
V(x)=x-2

p/x=2 = Vg=0

X X 2
=—[V(x)dx+C2 , M(x)=—(x-2)dx+C2 = M(x):—%+2x+02
a 0]

p/x=0, Mg=-2 = C2=-2 (nao ha momento concentrado em E)

X2

M(X)=-——+2x-2 (t.m)
< Forca axial P =0
p/Xx=2 =>Mg=0t. m

nao ha forcas e momentos concentrados: V=0, M=0,P=0
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Meéetodo do somatorio / Equacoes diferenciais de

equilibrio — Exemplo 2.6

|
2tm
1t/m
‘!\l\Q\ i v L £ |

e 6t AA D 48 E F 6

55

cortante (1) ¢ : ' ' :

2,5

Momento ‘:“HLL[E]]I---_.....____
fletor (t.m) !

Forca
axial (t)

-6
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Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo

Resisténcia dos Materiais Ill
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Capitulo 3 — TENSAO

3.1 — Definicdo de Tensao

3.2 — Tensor de Tensoes

3.3 — Tensbes em membros com carregamento axial
= 3.3.1 — Carga axial
= 3.3.2 — Tensao média de cisalhamento

3.4 — Tensdes Admissiveis; Fator de seguranca

3.5 — Projeto de membros e pinos com carregamento axial

Resisténcia dos Materiais Il
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3.1 — Definicao de Tensao

Considere um o corpo seccionado, submetido a forgas externas P, e
P, e a forgas internas AP atuantes em areas infinitesimais AA, Fig.3.1.

a

2

Figura 3.1 — Esforcos externos e internos num corpo seccionado
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3.1 — Definicao de Tensao

A tensao normal a face seccionada € por definicao da forma:

s
o =0 = M,

e, as tensdes de cisalhamento que atuam na face seccionada sao por
definicao da forma:

i .f}.F"!,
Ty = lim —=
¥ T AAD AA
AP
Tyr = liM x
s AR AR

ry

O primeiro indice da tensao de cisalhamento indica o eixo que é
perpendicular a face onde atua a tensao e o segundo indica a direcao
da tensao.
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3.2 — Tensor de Tensoes

Considere um elemento infinitesimal de dimensdes Ax, Ay e Az com
todas as tensdes que atuam sobre ele, Fig. 3.2.

y

Oy !
# ]
Ea
I
&
-"I-I-‘r

X
Oz
Ay
AX Oy
Z
Figura 3.2 — Elemento infinitesimal solicitado triaxialmente
giﬂslizsct;é;gi&dos Materiais Il Prof. Carlos Catunda "’-' CEFET/RJ 78



3.2 — Tensor de Tensoes

O tensor de tensdes € uma matriz de dimensao (3x3) onde sao
colocadas todas as tensdes atuantes num elemento infinitesimal:

3
T]'ﬂ'[ T:'l"_'»," TH\Il EI II"_I,I’ TE

Verifica-se que o tensor de tensdes € simeétrico:

Tyx = Txy » Tzx = Txz > Tyz = Tzy-

Demonstracao:

E_szeimzzﬂ Aty AX CAZVAY - (Txy . AY . AZ)YAX =0 = Tyx = Ty
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.1 — Carga axial

Considere uma barra sem peso e em equilibrio, sujeita a duas forcas F
(tracao ou compressao) em suas extremidades.

F

=

' A
¢ F
Figura 3.3 — Barra solicitada axialmente
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.1 — Carga axial

A area da secao transversal no ponto onde se seccionou a barra € Ae
a forca interna € igual a P e positiva (se tracionada) ou negativa (se
comprimida), logo a tensao normal € da forma:

=]
C=—

=

No caso da barra estar sendo comprimida, seu comprimento deve ser
suficientemente pequeno para que nao ocorra flambagem.
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.2 — Tensao média de cisalhamento

Considere um corpo sendo arrastado sobre outro corpo por uma P.

Figura 3.4 — Corpo sendo cisalhado
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.2 — Tensao média de cisalhamento

Se o0 corpo que esta sendo arrastado tem area A na interface de
contato entre os corpos, a tensdo média de cisalhamento’ é da forma:

G =i (3.5)

A eq. (3.5) € frequentemente utilizada para dimensionar pinos,
parafusos, rebites, etc. que estdo sendo solicitados por esforcos
cisalhantes.

1 A tensdo de cisalhamento é média pois a forca que atua em cada area infinitesimal ndo
€ a mesma.
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.2 — Tensao média de cisalhamento

Corpos podem ser cisalhados de formas diferentes. Um corpo pode
estar sendo submetido a um cisalhamento simples quando, Fig. 3.5:

¥ | —
— — ] | P
| T . S

O rebite que une os dois corpos que estao sendo tracionados é
cisalhado na interface da seguinte forma, Fig. 3.6:

Se o rebite tem area A na interface e a forca Tm = =
cortante V é P, a tens3o de cisalhamento média é: A A
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3.3 — Tensoes em membros com carregamento axial
3.3.2 — Tensao média de cisalhamento

Um corpo pode estar sendo submetido a um cisalhamento duplo
quando, Fig. 3.7:

P/2 |— g

.I | ! [ __5-'-'_"_ ﬁ
h — i i |
P/2 | T

O rebite que une os trés corpos que estdo sendo tracionados é
cisalhado na interface entre cada corpo € da forma, Fig. 3.8:

V=P/2 -
) :
V = P/2 —_—
ﬂﬁ?
A

Se o rebite tem area A na interface entre cada o s E e P
corpo, e a forca cortante V € P/2, a tensao de Im A 2A
cisalhamento meédia é:
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Tensoes em membros com carregamento axial —

Exemplo 3.1

A barra abaixo tem largura de 35 mm e espessura de 10 mm, constantes ao
longo de seu comprimento. Determine as tensGes normais nos diferentes
trechos da barra para o carregamento abaixo..

B 9KkN C 4kN
A 2 .
12 kN ¢ > D 2ok
|| — I
9 kN 4 kN
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Tensoes em membros com carregamento axial —

Exemplo 3.1
Trecho AB: Trecho BC:
B 9 kN
A _h
12 kN A P=12kN 12 kN P =30 kN
P 12000 N N =
Opg = —= = 34285714 — 9 kN
A 0035.0010 m2 m? = 30000 N
GBC =—= =85.7MPa
A 0,035.0010 m?2
oap = 34285714 Pa = 34,3 MPa
Trecho CD: P =22 kN D 29 kN

P 22000 N

=—= =62.4 MPa
°CD = A T 0035.0010 m2
Resisténcia dos Materiais Ill -
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensoes em membros com carregamento axial —
Exemplo 3.2

Determine as tensdes nos pinos localizados em A e B com diametros d=8mm
e a tensao na barra BC para o conjunto abaixo:

A

I

AR

L 2m

t=5mm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensoes em membros com carregamento axial —

Exemplo 3.2
DCL da Barra AB:
L 15 kN Re
i Ra RM'
\T l B/A:
e g
Rae A
e 3
(L XMa=0., Rg. - .3-15.2=0 = Rs=167KN
3
T SFy =0, Ray- 15+Rg 2= 0 = Ray=5kN
4 .
_}ZF:(:U’ _RM_'_ RBE:G = RAX-13’4KN
Pino A: ?
Pino B: ?
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GMEC 7006



Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensoes em membros com carregamento axial —
Exemplo 3.2

Pino A: Pino B:
Ra =452 +1342 =143 kN .
Rg = 16.7 kN
Ra = 14.3 kN ’
% i b 3
——r
V 16700 N
. A ac = 332.2 MPa
B A 182 mm? e
V = Ra/2 4
wlme
Ra=14.3 kN
S T

V = R,/2

r,n\=i=1"'3‘m’r2 N 4= 142,2 MPa
A 82 mm?

4
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensoes em membros com carregamento axial —
Exemplo 3.2

DCL da Barra BC:

P 16700 N /P=RB

Oope =—= = 334 MPa
A 105 rm-n2
REA/
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3.4 — Tensoes Admissiveis; Fator de seguranca

Para garantir a seguranca de uma
estrutura, & necessario escolher
uma tensao admissivel que
restrinja a carga aplicada, a uma
gue seja menor que aquela que a
estrutura possa suportar. Ha
varios motivos para isso:

L imprecisao de calculo,

O imperfeicdes oriundas do
processo de fabricacao,

O variabilidade nas propriedades
mecanicas dos materiais,

O degradacao do material, etc.

Uma das maneiras de especificar
a tensao admissivel € definir um
coeficiente de seguranca dado
por:

n= O escoamento
O admissivel
_ Pruptura
"I"l s
O admissivel

** As tensdes de ruptura sao
determinadas experimentalmente
e o0 coeficiente de seguranca é
selecionado baseado no tipo de
estrutura e em suas aplicagoes.
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3.5 — Projeto de membros e pinos com carregamento
axial

Os diagramas de esforgos internos sao tracados para se determinar o
projeto de membros e pinos com carregamento axial.

E@\ Projeto de membros e pinos com carregamento
axial — Exemplo 3.3

A A

Exemplo 3.3: Determine o
diametro da barra BC, se a tensao
admissivel é o, = 155 MPa. A
viga € assumida ser parafusada
emA.

e . 8 15 KN/m m

i r)fxf“m A
an
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Projeto de membros e pinos com carregamento

axial — Exemplo 3.3

D.C.L da barra AB:

o o : I 11,25 kN

([ TMa=0 . -Rg.45+225.26+1125.1=0 = Ra=15kN
R
Gadm=—ﬂ ; 155 N2= 150{12 = dgc=11,1 mm
ABC mm T dEIE
4
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Projeto de membros e pinos com carregamento

axial — Exemplo 3.4

Duas vigas de madeira sao conectadas por um parafuso em B. Assumindo
que as conexdes em A, B, C, e D exercem somente forcas verticais nas vigas.
Determine o diametro do parafuso em B e o didmetro externo de sua arruela
se a tensdo admissivel do parafuso é o_4,p. = 150 MPa e a tensdo admissivel
da madeira é o_4,,m. = 26 MPa.

3 kN 1IN 2 kN

2m 15m|15m}] 1,5m |1.5m

C
- E
A ' - B ;

N
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Projeto de membros e pinos com carregamento

axial — Exemplo 3.4

D.C.L. da Viga AB: ( SMp=0, -3.2-Rc.4+Rg.55=0 = R.=1375Rg—15

wl "

I I

D.C.L. da Viga CD: i
1,5 kKN C SMp=0, -Rc.6+Rg.45+15.3+2.15=0
Rg : 2 kN >
l -(1.375Rg-1,5).6+Rg.45+45.3+3=0 = Rg=4,4kN
| |

. f
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Projeto de membros e pinos com carregamento

axial — Exemplo 3.4

cyadmm

150 =

A0 = dp=6,1 mm
']'Idp

4

Arruela:
R

2 : 2 26=
ndeA B Tl'd.p

4 4

dea I 6.1 mm

5 400 = dea=154 mm
ndeA _7[5,?2

4 4
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estruturas — Exemplo 3.5

Determine a maxima forca F que pode ser aplicada na estrutura se as areas
das secdes transversais das barras sdo A = 5000 mm? e a tensao admissivel
de tragcdo é 0,4,=14 kgf/mm? e a tensdo admissivel de compresséo é
O qme=10,5 kgf/mm?

5 E

9m

i -

G
3m
> A o
Ax S e
am 9m
pufom
RM‘ RD“_..r
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estruturas — Exemplo 3.5

~8 Zszﬂ:;»RAx={:|
f_: ZMA:D , Rpy.3-F.12=0 = Rp=4F

? YF,=0 .-Ra+Rp,—F=0 = R,=3F

Ponto E:

E i:n::s{?rzi . senf=
5 E 5 5
F

T ZF}r =0 ,—-F-Fcccos45—-Fgesen8=0 = Fe=-5,66F (compressao)

— >F =0 —Faccos8—Fcesend5 =0 = Fu=5F (tracéo)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estruturas — Exemplo 3.5

Ponto C: 7
Fce ¢ 45°

< @] "

i Feo

T sz =0 .Fcp—Fcesends =0 = Fgp=-4F (compressao)

— ZF;.: =0 ,Fecg—Fcecosd45 =0 = Fgy=-4F (compressao)

Ponto B:

- ZFx =0 ,-Fppcos45-Fgc+Fgecos® =0 = Fgp=0

‘E‘EFY:O .Fea+Feesen® =0 = Fga=-3F (tracéo)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estruturas — Exemplo 3.5

—}ZFx=D ., Rax+Fap =0 = Fap=0

T2F, =0 .-Ry+Faa=0 = Fea=3F (tragéo)

Resposta: A maxima forca F é
a de F = 9.276 kgf, pois

qualquer forca maior que esta
produziria uma tensao superior
a tensao admissivel.

barra BE:

Fge

G admt =—A '

barra CD:

105=25F £ = 9276 kgt
5000

4->F  F=14.000kgf
5000

105=—2F_  F=13125kgf
5000

105=—2F  F=13.125kgt
5000

4-3F  F=23333kgf
5000
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estrutura trelicada —
Exemplo 3.6

A estrutura trelicada abaixo suporta duas forcas de 12 t. Se as tensodes
admissiveis S&0 0,4,,; = 14 kgf/mm? em tragéo e 0,4, = 10,5 kgf/mm? em
compressao, determine a menor secao transversal possivel para as barras.

B D
1.5 m

A F

i —

Rax 707 o om |5, 77

- -
Ray 12t Y12t [Re
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estrutura trelicada —
Exemplo 3.6

— ZF)(:G:}RA}(:D
ff; ZMA:U : RFy-5—12-4_12-2=U‘ — RFy=12t

T YF,=0 ,Ray+Rgy-12-12=0 = Ra=12t

Ponto A: Fag 5 "
- 06 cosf=—, senf=—
A 25 25

e =
Ra A Fac
R,ﬂ.,}r

1 EF;,; =0 ., Ryy—Fagsen8=0 = Fuz=20t(compresséo)

— >'F =0 ,Rax—Fagcos8+Fac=0 = Fac=161(tracéo)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Projeto de membros e estrutura trelicada —
Exemplo 3.6

T ZFY =0 |, FEC_"Iz:G =2 FEC=‘|2t{tI‘a§50)

— ZF:-: =0 ,-Fac+Fce=0 = Fce= 161 (tracéo)

Ponto B: B
o— P

ayl '\{FBD
Z Fac FeEe

T > F, =0 . Fasend —Fac+Feesen0=0 = Fee=0t

- ZF;.; =0 , Fapcos 6 —FgecosB+Fgp =0 = Fgp=-161(compressao)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Projeto de membros e estrutura trelicada —

Exemplo 3.6

Fsp D
- -

a4
Foe For

—+ > F, =0 .Fgp—Fprcos®8=0 = Fpr=20t(compresséo)
" ZF};zﬂ , —Fpe+Fprsen6=0 = Fpg= 121 (tracdo)

Fee

Ponto E: E"}\T Foe

+————»p
Fce F
12 E EF

T > F,=0 . —12+Fpe+Feesen6=0 (ok)

i ZF}: =0 .,—Fce —Fgecos0+Fer=0 = Fge=161 (tracédo)
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estrutura trelicada —
Exemplo 3.6

Ponto F: barra AB:
For 4
FF .
B Gaﬂm:::ﬂ , 105:2010 . Asg =1904.8 mm’
v AF A g Anp
Q
Fer T barra AC:
RFy
Fac 16.10° 5
- i Cagmt =—— . 14 = . Aac=1142,9 mm
4 ZF:« =0 ., Rey—Forsen6=0 (ok) A Aic
— Y F =0 —Fer+Fprcos68=0 (ok) barra BC:
F 10°
G admt e , 14 = i . Apc =857,2 mm?
Agc Asc
barra CE:
F 3
Gogmy =—CE- . 14=1810" A =1142,9 mm?
Ace Ace
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Projeto de membros e estrutura trelicada —

Exemplo 3.6
barra BD: 3
O adim _Feo 10,5:“1‘10 . Agp = 1523,8 mm?
BD BD
barra DF:
3
s _For  405-2010" 4 =1904,8 mm?
ADF ADF
barra DE:
3
Gagmy =TDE | 14=1210" A -8572 mm?
ADE "ﬂ"DE
barra EF:
F 103
Sagmt e, 4= L . Agr=1142,9 mm’

Agr Aer

Resposta: A menor area possivel é a de 1.904,8 mm?,

pois qualquer area menor que esta produziria uma
tensao superior a tensao admissivel.

Resisténcia dos Materiais Il -
GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda ,’-' CEFET/RJ 107



Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo
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Capitulo 4 - DEFORMACAO

4.1 — Significado fisico da deformacgao

4.2 — Definicao matematica de deformacao

4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
= 4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao
= 4.3.2 — Coeficiente de poisson para materiais isotropicos
= 4.3.3 — Lei de Hooke para materiais isotropicos (Triaxial de tensdes)

4.4 — Energias de deformacgao elastica
= 4.4.1 - Energia de deformacao elastica para tensao uniaxial
= 4.4.2 — Energia de deformacéo elastica para tensdo de cisalhamento
= 4.4.3 — Energia de def. elastica para estado de tensao multiaxial

= 4.5 — Deformacido de membros carregados axialmente

= 4.6 — TensOes Residuais
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4.1 — Significado fisico da deformacao

Um corpo solido se deforma quando sujeito a mudancas de
temperatura ou a uma carga externa, como mostrado abaixo.

Figura 4.1 — Representacao grafica da deformacao linear

Se L, € o comprimento inicial e L € o comprimento final do corpo sob
tracdo, o alongamento € AL = L - L, e o alongamento por unidade de
comprimento, chamado deformacao linear, € definido como:

L
dL AL
,E — J ==
ULD Lo
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4.2 — Definicao matematica de deformacao

Considere dois pontos localizados em uma direcdo x de um corpo
solido na qual uma deformacao linear esta sendo considerada.

AA B B’
0 + . . . . -
u ‘ U+AuU ‘ X . U
AX
«

Figura 4.2 — Representacao matematica da deformacao linear

Assim a definigédo de deformagdo linearno  _ _ |im Au _du

ponto A quando Ax—0 é definida como: Ax—0 AX dx

A Se € > 0 = Alongacao e € <0 = Contracao
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4.2 — Definicao matematica de deformacao

Se o corpo se deforma em trés  Além da deformag&o linear, um

diregdes ortogonais x,y,e ze u, v, corpo pode sofrer uma
e w sdo as trés componentes do  deformagéo angular, como
deslocamento nestas diregdes, as mostrado na Fig. 4.3.
deformacoes lineares sao
respectivamente:
Yo v 5 éu
= T
L.I-l-@}'Ir ‘i a),r
éu V' ﬁ“ﬂ/
5 S "4’( o
oX
E y p
&\Hf i i P é‘lv
E.jlr e dy . ,”% T o
oy v -
oW A lu C V+—dx
&€z = dx
(o
X, U

Figura 4.3 — Representacao grafica da deformacgao angular
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4.2 — Definicao matematica de deformacao

Assim, para pequenas mudancas
de angulo, a deformacao angular
associada ao plano xy € definida
por:

Se o corpo se deforma em mais
planos ortogonais xz e yz, as

deformacdes angulares nestes
planos sao:

cow cou
Yz =Yzx = =

oX 02

oW oV

TNy T
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

Muitas propriedades de um material podem ser TP
determinadas a partir de um ensaio de tracao ou
compressao, a partir de uma amostra do material, Fig. 4.4.
O resultado desse ensaio pode ser representado num
diagrama tensao-deformacao.

Lo

d O diagrama tensao-deformagao € B
executado num corpo-de-prova I | M
P -
o=—
Ag
I

padronizado, tendo como dimenso0es
originais, a secao transversal A, e o
comprimento L,. A tensao considerada no
diagrama é a forca aplicada P na secao
transversal original Ay: Figura 4.4

d Da mesma forma, a deformacao é obtida
. . i AL
diretamente da leitura do extensébmetro, ou g
pela divisao da variagao de comprimento AL Lg
pelo comprimento original L.
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

O diagrama tensao-deformagao € o grafico dos correspondentes
valores de 0 € €, onde 0 eixo das ordenadas representa as tensdes o €
o eixo das abcissas representa as deformacdes t. E importante
ressaltar que dois diagramas de dois corpos- de-prova de um mesmo
material ndo sao exatamente idénticos, pois os resultados dependem
de varias variaveis como, composicao do material, imperfeicoes
microscopicas, fabricacdo, velocidade de aplicacdo da carga e
temperatura do ensaio.
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

A Fig. 4.5 apresenta um diagrama tensao-deformacdo de um acgo

usualmente utilizado na engenharia, no qual pode-se distinguir
diferentes regides.

tensdo de B
ruptura = _'““-—--i_'
verdadeia .
tensao _ saemter
Gltima..=
a k\\ tensdo de
ruptura
SUl"  limite de e —

proporcionalidade
|/) limite elastico
OR _l“\_i'._- tensdo de
escoamerﬂg

N

Oy
cp

— BT
s '
deformagao especifica patricr3n
de endurecimento

\y

cumpnrtamn;rﬁ::} plastico
Figura 4.5 — Diagrama tensao-deformagao em um ensaio de tragao
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

O comportamento do corpo-de-prova pode ser de diferentes formas,
dependendo da intensidade da carga aplicada e do seu grau de
deformacéo.

d Comportamento elastico. Quando o corpo-de-prova retorna a
sua forma original quando a carga aplicada € removida. O material é
considerado linearmente elastico até o limite superior da tensao,
chamado de limite de proporcionalidade, o, Ate esse limite de
proporcionalidade, a lei de Hooke, que relaciona a tensao o com a
deformacao € pelo mdédulo de elasticidade E do material € valida:

oc=E¢&
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

O material pode ainda se comportar elasticamente até o limite elastico,
mesmo se exceder ligeiramente este limite de proporcionalidade.
Neste caso porém, o comportamento nao é mais linear.

d Escoamento: Um leve aumento na tensao, acima do limite
elastico, resultara numa acomodacdo do material causando uma
deformacdo permanente. A tensdo que causa o escoamento é
chamada de tensao de escoamento, oy. Neste caso, mesmo se a
carga for removida, o corpo-de-prova continuara deformado. O corpo-
de-prova podera continuar a se alongar mesmo sem qualquer aumento

de carga. Nesta regido, o material € denominado perfeitamente
plastico.
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

d Deformacao especifica por endurecimento: Se ao término do
escoamento, uma carga adicional for aplicada ao corpo-de-prova, a
tensdo continuara a aumentar com a deformacao especifica
continuamente até atingir um valor de tensao maxima, referida por
tensao ultima, oy. Durante a execucdo do ensaio nesta regiao,
enquanto o corpo-de-prova é alongado, sua area da secao transversal
diminui ao longo de seu comprimento nominal, até o ponto que a
deformacao corresponda a tensao ultima.
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

d Estriccao: Ao atingir a tensao ultima, a area da secao
transversal comeca a diminuir em uma regiao localizada do corpo-de-
prova, € nao mais ao longo do seu comprimento nominal. Este
fendbmeno € causado pelo deslizamento de planos no interior do
material e as deformacdes reais produzidas pela tensao cisalhante
(necking), Fig. 4.6. Uma vez que a area da secao transversal diminui
constantemente, esta area so6 pode sustentar uma carga menor. Assim,
o diagrama tensao-deformacao tende a curvar-se para baixo até a
ruptura do corpo-de-prova com uma tensao de ruptura, oy.
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.1 — Diagrama tensao-deformacao

A area sob a curva tensao-deformacao representa a
energia de deformacao absorvida pelo material.
Quando a tensdao atinge o limite de
proporcionalidade, op, a energia de deformagao e
denominada modulo de resiliéncia. Quando a tensao
atingir a tensao de ruptura, ok, a energia de
deformacao € denominada de tenacidade. Os
materiais com alta tenacidade sao os mais utilizados
em projetos estruturais, pois materiais com baixa
tenacidade podem romper subitamente sem dar
sinais de um rompimento iminente.

Figura 4.6 — Estriccao da secao
transversal do corpo-de-prova
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Diagrama tensao-deformacao de um material —

Exemplo 4.1

O diagrama tensao-deformacao de um material € mostrado abaixo. Se um
corpo-de-prova € carregado até 600 MPa, determine a deformacao
permanente remanescente quando o corpo € descarregado. Calcule também
o modulo de resiliéncia antes e apos a aplicacao do carregamento.

o (MPa)
F
5 —
600
A ¢
oy= 450
AE
E
70p1 002y 003 004
I | £ (mm/mm)
ev = 0,006 0,023
£oc
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Diagrama tensao-deformacao de um material —

Exemplo 4.1

O modulo de elasticidade E é obtido pela inclinacao da reta OA:

o (MPa)
c_Ov _ 450 MPa _75GPa
ey 0,006 mm/mm

Do triangulo CBD, temos: 800

oy= 450
_BD _600MPa

cD CD

E =75GPa = CD =0,008 mm/mm

E

/
.'r.
I.'
/
.‘ .
/E
;

1/ C

1D | |

/0p1 002 003 004
| |

Ev = D,O (5]

g0C

e (mm/mm)
0,023

A deformacao dada pelo segmento CD € a deformacéao elastica recuperada. A

deformacao permanente, €4, € portanto:

goc = 0,023 — 0,008 = 0,0150 mm/mm
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Diagrama tensao-deformacao de um material —

Exemplo 4.1

Os modulos de resiliéncia inicial e final sao:

1 1 N M
Uinic-,m = —OyEy =—4EID o D,U’DE mn‘lfmm == 1.35 3
2 2 mm mm
2 mm mm
o (MPa)
F
- [
600
A i
oy= 450 f.f
e
el
o I;"rC 11D | |
/0p1 002 003 004
| | e (mm/mm)
Ev = D,OFB 0,023
goc
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.2 — Coeficiente de Poisson para materiais isotropicos

Considere um corpo soélido submetido a uma forca .
axial como mostra a Fig. 4.7. Pela definicao, a Ex _L_
deformacao axial do corpo é da forma: %

e, a deformacao lateral do corpo é da forma: Ab

L, i —

P
__‘ » ..
B N
| = 4
A relacao entre o valor da deformacao lateral e a . _E_‘.'r’z_ﬁ_z
deformacao axial € conhecida como coeficiente de

Poisson:
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.3 — Lei de Hooke para materiais isotropicos (Estado triaxial de
tensoes)

Considere um corpo submetido a um estado triaxial de tensoes
o,, Oy € O,.

O estado triaxial de tensbes pode ser considerado como a
superposicao de trés estados de tensao uniaxial analisados
separadamente:
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos

4.3.3 — Lei de Hooke para materiais isotropicos (Estado triaxial de
tensoes)

O estado triaxial de tensbes pode ser considerado como a

superposicao de trés estados de tensao uniaxial analisados
separadamente:

1. Deformacdes devido a oy
1 1 Y 1 1 — 1

2. Deformacdes devido a ay:

EI'I}II 2 E-”x = _ vy E."-}I- . E.l1z = vy E-”-!I,-

3. Deformacdes devido a o :

e mr LR Ten

- 1 e

Ex :Elx+Ellx+EI”x:Elx—vEll}f—vﬁlllz

Superpondo todas as deformacgdes: ey =&'y+&'y+ & 'y =—vey+e'y-ve';

PO, 1 e ' ] ]
EE—EE-I-E 2+E = VEyxy—VE Y+E y
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4.3 — Propriedades mecanicas dos materiais isotropicos
4.3.3 — Lei de Hooke para materiais isotropicos (Estado triaxial de

tensoes)

Da Lei de Hooke, eq. (4.8), as
deformacgbes devido a o,, 0, € O,
sao colocadas da seguinte forma:

1

E:-::E[ oy —v(oy + 0]
1

E.},=E[ oy —v(oy +0,)]
1

gz=—[ oz —v(ox +oy)]

E

O modulo de cisalhamento G esta
relacionado a E e v por:

Para o caso do corpo ser
submetido a esforcos de
cisalhamento as relacoes
deformacao-tensao sdo colocadas
da forma:

1

T xy :ETW
1

{ vz ET‘E
1

Yxz :ET}:?_

E
G =
2 (1+v)
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4.4 — Energias de deformacao elastica
4.4.1 — Energia de deformacao elastica para tensao uniaxial

O trabalho interno armazenado em um corpo deformavel como
energia elastica de deformacao ou energia de deformacao elastica, &
o produto da forca média que atua sobre o corpo enquanto ocorre a
deformacao, multiplicada pela distancia na qual ela age. Neste
contexto, considere entdo o elemento de volume infinitesimal d,, dy, d,
submetido a um esforgo normal o,:

y
//’—;{ Oy H_' } Ox
d
z Y
dz
dx
Figura 4.9 — Corpo sodlido solicitado uniaxialmente
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4.4 — Energias de deformacao elastica
4.4.1 — Energia de deformacao elastica para tensao uniaxial

A densidade de energia de deformagao U, € interpretada graficamente

como sendo a area sob a linha inclinada do diagrama tenséao-
deformacéao.

ﬂzu . Myl
dV

§ 2

Oy

\E

Figura 4.10 — Diagrama tensao-deformacao
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4.4 — Energias de deformacao elastica

4.4.2 — Energia de deformacao elastica para tensao de
cisalhamento

Considere um elemento de volume infinitesimal d,, d, e d,, submetido

a um esforco cisalhante. A energia de deformacao elastica pode ser
colocada da forma:

duU = (% Tuy dxdz) (74 dy)= %rw}rwdﬂ

A densidade de energia de deformacao pode ser colocada da
seguinte forma:

du 1
av 2"
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4.4 — Energias de deformacao elastica

4.4.3 — Energia de deformacao elastica para um estado de tensao
multiaxial

A densidade de energia de deformacao elastica de um corpo
solicitado triaxialmente pode ser da seguinte forma:

1 1 1 1 1

E, +— 0,8 +— 0,8, +— Ty Toy + = Tim Yow + — Tpr ¥
X ETE Xz Xz
9 Y ¥ 2 Xy rxy 3 ¥Z Iyz )

2 2y v 1., pa 2 2
" oy +6, +0," | —=(o40y +0,0, + 0,0, ) + — (e + Tz + e
2E E 2G

Em geral, para um corpo elastico sob tensao, a energia de
deformacao total € obtida pela integracao volumétrica da densidade
de energia de deformagao elastica, eq. (4.23): = H,[vu d, dy d,
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4.5 — Deformacao de membros carregados axialmente

Usando a Lei de Hooke e as definicbes de tensado e deformacao, sera
desenvolvida uma equacao que pode ser usada para determinar a
deformacao elastica de membros submetidos a cargas axiais. Assim,
considere uma barra de secao transversal variavel ao longo de seu
comprimento, Fig. 4.11. A barra ¢é solicitada por duas forgas
concentradas nas extremidades e por diferentes forcas aplicadas ao
longo de seu comprimento.

Figura 4.11 — Barra de secao variavel solicitada axialmente

t

dx
et i
,,jﬁ P P[] P
> ==ty
S
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4.5 — Deformacao de membros carregados axialmente

Num ponto distante x da extremidade, as seguintes relagbes sao

validas: P(x) ) ﬂ

A(X) Qx
P(x) du

Substituindo a eq. (4.25) na Lei de Hooke 0 = E ¢, temos: - =

= A dx

A integracao da variagao de comprimento d, ao longo do comprimento
da barra fornece: L

Para o caso da forgca e da secio transversal serem constantes ao
longo do comprimento do membro, tem-se: pL

U=
AE
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lE@I ' Deformagao de membros carregados — Exemplo

4.2

A viga rigida AB esta apoiada em duas colunas curtas como apresentado
abaixo. A coluna AC é de aco e tem didmetro de 20 mm, e a coluna BD é de
aluminio e tem diametro de 40 mm. Determine o deslocamento do ponto F na

viga AB se a carga de 90 kN € aplicada sobre este ponto. Tome E,,=200GPa,
E.=70GPa.

90 kN

FDD mm 400 mm >{
F

Al |E-

C D

A
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Deformacao de membros carregados — Exemplo

4.2

1 — Determinar as reacoes das colunas AC e BD na viga AB.

e _ _ 90 kN
(, XM, =0 Rep.600-90.200=0 . Rep=30kN el i
T 3F, =0 . Rac=90+30=0 ., Rac=60kN 5

| B

RACT TRED
2 — Determinar os deslocamentos das colunas.

3
ColunaAC: , —Rac - bac ©0.107 300 = =0,286 mm
Bao - Aac ppg 103, 720

3
Coluna BD: y,-Deo - Leo  30.10" 3002 = 0,102 mm
Ba - Aep 59402 T 40
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Deformacao de membros carregados — Exemplo

4.2

3 — Determinar o deslocamento do ponto F

200 mm 400 mm
P
A F B

| | ¥ ug =0,102 mm

ug = 0,286 mm i )!T___—————*“‘

Por semelhanca de tridanqulos:

(0.286-0102) Me o oo
(200+400) 400

ur =0,102 + 0,123 = 0,225 mm
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lE@I ' Deformagao de membros carregados — Exemplo

4.3

O conjunto abaixo consiste de um tubo de aluminio AB tendo uma area de
400 mmZ2. Uma haste de aco de diametro 10 mm é conectada ao tubo AB por
uma arruela e uma porca em B. Se uma forca de 80 kN é aplicada na haste,
determine o deslocamento da extremidade C. Tome E,,=200GPa e
E_=70GPa.

. 400 mm
w h7
~ /,;; C 80kN
== e e E—
-------------------------------- 7
I _
= 600 mm A
- 2
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Deformacao de membros carregados — Exemplo

4.3

Pgc = 80 kN 80 kN
Upoig = EPEC I:C = £A0A0 . 6?22 . Ucg =3.06mm =
a0 TBC  9pp.10° I
Tubo AB:
80 kN Pas =80 kN
e ,_r’_':i—

o s = Pag Lag _ 80000 . 400
E, A T70.10° 400

. Uga=1.14mm =

Us = Ugpg +Ugn =3.06+1,14 Uz =42 mm =
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo
4.4

O conjunto abaixo consiste de duas barras rigidas originalmente horizontais.
Elas sdo suportadas por duas barras de area 25 mm? e E = 200 GPa. Se uma
forca vertical de 50 kN é aplicada na barra AB, determine o deslocamento em
C,BekE.

SRR
|

200 mm
* | 800 mm D
200 mm | ||\g > 4
Y o ==
A c E | 150 mm
§:m g ¥
600 mm 600 mm B
- : < B
50 kN
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo

4.4
Diagrama de corpo rigido da barra AB: R A T Re
A ]
. . . 600 mm 600 mm B
Devido a simetria: R, = Rg =25 kN <« iq >
50 kN

Diagrama de corpo rigido da barra CB:

Re = E T RD
e 8
800 mm 200 D
< B
Rs = 25 kN
o
L >M =0, Rg.200-Rc.1000=0 , Rc=5kN
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo
4.4

Deslocamento do ponto C: G Bo Lo 510° . 200 o
= — 3 . c=uUZimm
E A 200.10° 25
Deslocamento do ponto E:
Por semelhanca de triangulos: 800 mm 200 mm
c |« —h‘d—h‘
__ pmEnSosssssssaiasosanann iyl e D
Ug Ue sy e -_'_::—':w—:;jj
= , ug =0,04 mm Uc e
200 1000  °© . iE
Deslocamento do ponto B:
Ry Lge 25.10° . 450
g = = , Ugie = 0,75 mm
SE""E A  20010° 25 ' °°©
Ug=Uge+us=075+0,04, ug =079 mm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo
4.4

A barra abaixo tem didmetro de 5 mm e esta fixa em A. Antes de aplicar a
forca P = 20 kN, ha um gap entre a parede em B’ e a barra de 1 mm.
Determine as reacdes em A e B’. Considere E = 200 GPa.

B
T
., 400 mm 800 mm 'f ,
o
y——> | §
N P =20 kN
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo
4.4

A reacao na parede B ira surgir somente se o deslocamento devido a forca P
for maior que o gap de 1 mm. Neste caso podemos determinar o
deslocamento em B devido a duas forcas, P e a reacdo em B. Supondo que
nao houvesse a parede B’,

d o deslocamento em B O e, o deslocamento em B devido
devido a forca P OP seria: a reacao P em B 0B seria:

400 mm 800
-

B Bp__ 1 mm
400 mm 800 "'l Om

F| dp A i — —p‘ .

_____ B

—

I |

VA A

A

P =20 kN

s. - P Lac _ 20.10° . 400

, op=2.,037 mm bg =

-

- -
E A 200103 &3

fo Lag __Fs - 1200 o _ 5 3056.10%F5 mm

2
200.10° ™2~
4
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Deformacao de membros carregados — Exemplo
4.4

A reacao em B surgira somente se o deslocamento 6P for maior que 1 mm,

logo:

1=8p—0g. 1=2.037-03056.10".Fs. Fg=3.4kN

Do equilibrio estatico, temos:

]
A doomm| 800 mm ||_}I
o FB= 3.4 kN
F.A .‘l _‘..I i_____}“_
P=20 kN
— YF=0, FA+20-34=0, Fa=16,6kN
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4.6 — Tensoes Residuais

Se uma estrutura estaticamente indeterminada € carregada
excessivamente até causar escoamento do material, isso gerara
tensdes residuais na estrutura quando o carregamento for removido. A
razao do aparecimento dessas tensdes residuais esta na recuperacao
elastica do material que ocorre durante o descarregamento.
Considere, por exemplo, um material elastoplastico cujo diagrama
tensao-deformacao € mostrada na Fig. 4.12.

O

A C B
oY ﬂ—b—h
// / ;/_.-’”
/ ¥
!
/ y
. / ey .
j/’/f (= EC
D

Figura 4.12 — Diagrama tensao-deformacao para um material elastoplastico
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4.6 — Tensoes Residuais

Se uma carga axial produz uma tensdo oy no material e uma
correspondente deformagao especifica plastica €., quando a carga
for removida, o material respondera elasticamente seguindo a linha CD
de forma a recuperar a parte da deformacao plastica correspondente.

Uma recuperacao completa até a
tensdo nula no ponto O’ somente
sera possivel caso a estrutura seja
estaticamente determinada, uma °

vez que as reacdes de apoio da A C B
estrutura deverdo ser nulas quando P S
a carga for removida. Nestas b /”
condicoes, a estrutura sera f{ /
deformada permanentemente 3 vd
pela deformagéo €. . / o/
V- &c
D
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4.6 — Tensoes Residuais

Entretanto, se a estrutura é estaticamente indeterminada, a remocao
das cargas externas fara com que surjam forgas reativas nos apoios
que respondem a recuperacao elastica CD. Como essas forgas
restringem a estrutura de uma recuperacao plena, elas induzirao
tensoes residuais na estrutura.

A e B
oY ﬂ—.‘—b—
A
/ ¥
f
, »
. / e
Fi
fff( e L
D
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4.6 — Tensoes Residuais

Para resolver este tipo de problema, devemos considerar o ciclo
completo de carregamento e descarregamento da estrutura como a
superposicao de uma carga positiva (carregamento) com uma carga
negativa (descarregamento).

O carregamento de O até C resulta em uma distribuicao
de tensoes plasticas, enquanto o descarregamento ao

longo de CD resulta apenas em uma distribuicao de
tensoes elasticas.

A superposicao requer que as cargas se cancelem;
entretanto, a distribuicao das tens6es nao se cancelara
gerando assim as tensoes residuais.
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

A barra abaixo tem raio de 5 mm e é& fabricada de um material elastico
perfeitamente plastico para o qual oy = 420 MPa e E = 70 GPa. Se uma forga

P = 60 kN € aplicada a barra e, em seguida, removida, determine a tensao
residual na barra e o deslocamento permanente do Ponto C.

A C B
P=60kN «
$ @
P,
e F‘-‘
100 mm 300 mm
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

O diagrama de corpo livre da barra é da forma:

A C B
Fa P=60kN Fa

— [ — —>

Do equilibrio estatico, temos:

Fa—60+Fs=0

Uma equacdo de compatibilidade é obtida impondo a vari
comprimento da barra:

ao nula de
SEA +5[:E = D

As forcas que irao atuar nos trechos CA e CB sao respectivamente FA e FB.
Assim:
—Falca s Felcs i
EA EA
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

Introduzindo a eq. (c) na eq. (a) obtém-se: F, = 45%
_FALEF-. " FELCB -0

Fa—60+Fg=0
EA  EA i -
Entretanto, estas forcas resultam nas tensoes:
3 o (MPa
ooa = 19N _ 573MPa > oy =-420MPa e
o mm A
420 | 72
3 344 [
Ocs :%=191MPE < oy =420MPa 153.
5 mm D’

Al

&=-00080~  //
eac=-001473 | / 10

_ey=0,0060

- & (mm/mm)
BoR e £ce=0,004911
; —1 - 420
B’ i Beac |
-
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

Observa-se que o trecho CA escoa, enquanto o trecho CB n&o escoa. Como a
maior tensao possivel no trecho CA é 420 MPa, a maior forga possivel que

surge neste trecho é: N
F, =420.10°

—n5°mm? = 33,0kN
mm

Pela condicao de equilibrio da barra, eq. (a),
temos que: Fg =60kN-33,0kN =27,0kN

G (MPa)

420 |
344 |— N

A

153 .
D’

A tensao em cada segmento ev=-0,0060

‘ _ey=0,0060
gac= -0,01473 [

| K : - & (mm/mm)
BoR £ce=0,004911

1

\I\.

da barra sera portanto:
GCA = G\lr = —42D MF’E

27.0.10°kN n
ocp =——5 5 =344MPa <420MPa —- — 420
5 mm P
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

Tensoes residuais: De forma a obtermos a tensdo residual, € necessario
conhecermos a deformacado especifica em cada segmento devido ao
carregamento.

Uma vez que o trecho CB responde elasticamente.

3
5o Les __ 27.040°N 300 mm o, 0

A E 1 52 mm? ?0.103%m2 o (MPa)
AI
: dc 1473 mm 420 | 7
: = = =+0,004911 —
Assim: ecB [s  300mm 34 i

153

"

_ey=0,0060

D
&v=-0,0060 ~ /
Sendo 8. conhecido, a deformagdo ~ #<= 201472 |

K - & (mm/mm)
. i e'ca ecs=0,004911
especifica no trecho AC sera: :
5 1473 mm i
Eop = — 2 = — = -0,01473 -

LC.-"-"L 1{]0 mm B’ i - : )
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

Tensoes residuais: Este valor pode também ser determinado da forma:

K |
Sc _ 1473 mm _ oo o 8 _ Fa _ 82,040 N - -0,01473 mm

8 — —_— . e — ] —
Al ea 100 UEC‘“‘ Lex A E x5 mm? 7010°N/

Entretanto, quando a carga P € aplicada, o comportamento do material no
trecho CB corresponde a uma evolugao do ponto O para o ponto A" do
diagrama tensao-deformacao. Ao mesmo tempo, o comportamento do
material na trecho AC evolui do ponto O para o ponto B’. Se a carga P ¢é
aplicada no sentido oposto, ou seja, se a carga for removida ocorrera uma
resposta elastica e forgas opostas Fy,=45kN e Fg=15kN devem ser aplicadas
aos correspondentes segmentos. Conforme calculado anteriormente, essas
forgas produzem as tensdes 0,,=573MPa e o,5=-191MPa e, como resultado,
a tensdo residual em cada trecho sera: (oac) =-420+573 = 153MPa

(ccp ), =344 -191=153MPa
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

Deslocamento permanente: A deformacao residual em CB é:
OCcB _ 153MPa

. - _ 0,002185
" E  70.10°MPa

Logo, o deslocamento permanente do ponto C sera:
8¢ =€'cgLcg =0.002185.300mm = « 0,655mm

Este mesmo resultado pode ser determinado o (i)

pela deformacao especifica residual do trecho AC:

5ap = 00 _ (420+153)MPa _ oo

3

= 70.10°MPa o= 0,0080 < _

Portanto: eac=-0,01473 | / | i
T - : - & (mm/mm)
g ac=tepc + 085 =—-001473 +0,008185 = -0,006855 ‘ £c5=0.004911
Finalmente: | |
oc =g'aclac =-0,00655.100mm =« 0,655mm ¥ ?
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Tensoes Residuais — Exemplo 4.6

o (MPa)
AI
420 | /’
4 e

153 .
=) l
gy=-0.0060 \\ '

_ey=0,0060
eac= -0,01473 \

- & (Mmm/mm)
ece=0,004911

(oac) =—420+573 =153MPa
i (ocp), =344-191=153MPa
deac !
= - 5c = &'ac Lac = —0,00655.100mm =« 0,655mm

B’
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Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo
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Capitulo 5 - TORCAO

5.1 — Aplicacao do método das secoes

5.2 — Premissas Basicas

5.3 — Aférmula da torcao

5.4 — Observacoes sobre a formula da torcao

9.5 — Projeto de membros circulares em torgcao

5.6 — Angulo de torcdo de membros circulares
= 5.7 — Formula da torcio para eixos com diferentes materiais
= 5.8 — Membros macicos nao circulares
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5.1 — Aplicacao do método das secoes

Assim como no caso de vigas solicitadas externamente, onde os
esforcos internos podem ser determinados pelo método das secoes,
os esforcos internos em eixos de secao circular solicitados por torques
externos também podem. Considere entdo o eixo solicitado por
torques em 3 pontos ao logo do seu comprimento. O torque interno no
trecho AB pode ser determinado da seguinte forma.

Figura 5.1 — Equilibrio de torques
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5.2 — Premissas Basicas

a) Uma secao inicialmente plana, perpendicular ao eixo de secao
circular, permanece plana apos a aplicacao dos torques.

b) Em um membro circular sujeito a acao de um torque, as
deformacbes angulares y variam linearmente a partir do eixo
central. Isto significa que as linhas radiais nos planos ao longo do
eixo X permanecem retas apos a deformacao.

Figura 5.2 — Premissas basicas da torcao

Observacao: Estas premissas sao validas somente para eixos de
secao circular.
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5.3 — A féormula da torcao

Para o caso linearmente elastico, a Lei de Hooke se aplicat= G y:

Figura 5.3 — Torque interno atuando na sec¢ao transversal

O torque interno na secao transversal € a soma dos torques

infinitesimais atuantes em cada area dA. T

T = [ty dA p = -m2x

AC c

onde o0 momento polar de inércia de area J € dado da forma:
J=[p? dA
A
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5.3 — A féormula da torcao

O momento polar de inércia para o caso particular de uma secao
circular € da seguinte forma:

4 4

Jiz § A _[F2 _ € 3, @wC nd

;[P J Jup [2ﬂpdp) Eﬂjﬂp dp 9 5

onde d é o diametro da se stituindo a eq. (5.3) na

eq. (5.1), a expressao da tensao maxima atuando na superficie mais
externa do eixo é€:

B Tmax Tc
T =Tty dA p =12 i
ic Tmax P : T max ]
A tensao num ponto quaiquer aa secao circuiar pTc Tp
"E e —
distante p do centro é: 5 J J

Para tubos circulares de raio interno b e raio externo ¢, o momento
polar de inércia pode ser calculado como segue:

4 4
-C nC nh
J=£p2dA=Jﬂ2ﬂp3dp= 75—
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5.4 — Observacoes sobre a formula da torcao

,A 7 =
T“ ;'/ :’ Wy
LW l 17 N\ }t. /’/
A B

eixo

Figura 5.4 — Estado de tensdo em um Figura 5.5 — TensOes de cisalhamento
elemento infinitesimal de um eixo em atuando em planos ortogonais
torcao
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5.4 — Observacoes sobre a formula da torcao

T

|'f.-i

I,_ e ] x
N A /

Figura 5.6 — Plano de ruptura em eixos em madeira

Para o caso de materiais anisotropicos (diferentes
propriedades mecanicas nas direcoes X,y e z) como

por exemplo a madeira, o eixo se rompe ao longo de
um plano paralelo ao eixo x
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Torcao — Exemplo 5.1

Um eixo macico de raio ¢ € sujeito a um torque T. Determine a fragcdo de T
que é resistida pelo material contido na regiao externa do eixo, de raio interno
c/2 e raio externo c.

A\
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Torcao — Exemplo 5.1

A fracdo de T que é resistida pela
parte externa do eixo, T, pode ser

Tmax

dT =ptdA , dT = p[%f{max 27p dp
¥,
c
S ™ 27 Ty j p3 dp = 2T Tygy i
c c 4
% %
T'_Ermax Cﬂ'—i ~ £
T Toe > Logo, a relagao entre os torques é:
T'=“EmaxEc3 T1=ET
2 16 16
e a expressao do torque total T sobre
a area €: Conclusio:
Te Te - aproximadamente 94 % do
Tmax = = R i torque é resistido pela area
J bl 4 2 .
(/2) < externa do eixo.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Torcao — Exemplo 5.2

O acoplamento abaixo é usado para conectar dois eixos. Assumindo que a
tensdo de cisalhamento nos parafusos é uniforme, determine o numero de
parafusos para que a maxima tensao de cisalhamento no eixo seja igual a
tensdo de cisalhamento nos parafusos. Cada parafuso tem didmetro d e esta
distante R do cento do eixo.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Torcao — Exemplo 5.2

Impondo o equilibrio estatico na porcdo do eixo: T=n.V . R

onde n € numero de parafusos, V o esforco cortante em cada parafuso e R a
distancia do centro do parafuso até o centro do eixo.

~ . : v oV
A tensao média nos parafusos pode ser calculada da seguinte forma: tm F
, nd? 4
Logo, o esforco cortante em cada parafuso V é: i 5
- o _ ) Ir. . TF 21
Sabe-se que a tensdo maxima no eixo €: Tmax = e
. - 2 2T nd®
Da imposi¢ao do problema, t,, = t,,,,. LOgO: V= T
T
N 2T nd?
Da relacao entre o torque T e o cortante V, temos: T=n 3 TR
b J T
Assim, o numero necessario de parafusos é: c "
O parametro J/c é utilizado para projetar eixos macicos ou perfurados.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Torcao — Exemplo 5.3

Selecione dois eixos macicos para transmitir 200 CV de poténcia cada um, de
forma que nenhum deles ultrapasse a tensédo de cisalhamento de 7 kgf/mm?.

Um desses eixos deve operar a 20rpm, e o outro a 20.000rpm.
(1CV=4500kgf.m/min, a (rad/min) = 21TN(rpm)).

Eixo 1:

P=Ta, 200.4500 X' M_1 20 20 4 1 =7162kgt. m
mim min

3

e T 7162 A0 4555 505 mmd

Ci1  Tmax

i T Co

S TV c1=867mm , dy=173.4mm
Cy &
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Torcao — Exemplo 5.3

P=T o, 200.4500 "9 ™_1 20000 . 2x P9 T,=7.162kgf. m
mim min
3
Bt Live i =1023 .10° mm?
cz Trmax
J me,
22  ¢=867mm, di=17,34 mm
C, 2

Conclusao: Transmitir poténcia a alta velocidade.
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5.6 — Angulo de tor¢cao de membros circulares

Além do fato do membro dever resistir aos torques aplicados, ele nao
deve se deformar excessivamente. Assim, considere um elemento

submetido a um torque.
dx

/JW’WAW

Figura 5.7 — Torcao em eixo de secao circular

No plano paralelo ao eixo x, arco BD = dx y,.,, © no plano
perpendicular ao eixo x, arco BD = ¢ do. Logo:

X Yoy =C .0
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5.6 — Angulo de tor¢cao de membros circulares

Limitando-se a regiao elastica linear onde a lei de Hooke para o
cisalhamento € valida, 1., = G v. » € Sabendo que:

TE T
T(X)

J(X) G

L
Expressao geral para angulo de torcdo: o= J
0

Para o caso do torque e da secao transversal serem constantes ao

longo do comprimento do eixo, tem-se: TL

TS

A eq. (5.11) € equivalente a eq. (4.11) para calcular o deslocamento de
um ponto numa barra solicitada axialmente.
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Angulo de torcio de membros circulares —

Exemplo 5.4

No conjunto mostrado abaixo, os dois eixos estao acoplados por duas
engrenagens C e B. Determine o angulo de torcao na extremidade A do eixo
AB onde um torque T = 45 N.m é aplicado. Cada eixo tem diametro de 20mm

e G =80 GPa.

75 mm
D
A E 150 mm
T=45Nm ~, |
|

e

&[ ﬁfﬁ \j/
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Angulo de torcio de membros circulares —
Exemplo 5.4

O angulo de tor¢ao entre os pontos Ae B é:

_Tas Laa _ 45 . 2

= = 0,072 rad
ParB j G < 0.01° PAB

80 .10°

A forca que aparece no ponto de contato entre as engrenagens B e C pode
ser determinada impondo o equilibrio do eixo AB.

Fe.0,15=45 , Fg=300N
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Angulo de torcio de membros circulares —

Exemplo 5.4
Eixo CD: taim ‘
O torque no eixo CD pode ser 75 mm
determinado da forma: j
C [ | )
Tc=300.0,75 , Tc=22,5N.m ®_/
Tc
PC
O angulo de torcao entre os pontos C ,/FTF o
e D, que esta engastado é: ¢TUET
. Ti fgﬂ s 2504 5D oc = 0,027 rad
™ 001 80 .10°

A relagdo entre os angulos de torcdo | Assim, o angulo. de torgéo do ponto A

e ¢p é: e.
(PA/B (PC @A == PAB + OB = D.G?2 + D.D135

0,15.908=0,075.9c , og=0,0135rad @a = 0,0855 rad
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Angulo de torcio de membros circulares —

Exemplo 5.5

Uma barra circular em torcao consiste de 2 partes. Determine o maximo
torque possivel se o angulo de torgcao entre as extremidades da barra nao
deve exceder 0,02 radianos e a tensao de cisalhamento nao deve exceder 28

MPa. Assumir G = 83 MPa.
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Angulo de torcio de membros circulares —

Exemplo 5.5

Trecho AB:

O torque no trecho AB pode ser

calculado da forma:

:E s 2E:T = 2;51
J n 50
32

T

Tap = 687.223,4 N.mm

e, 0 angulo de torcao no trecho AB é:

T & 12350°
gn 504

TLAB_
G J

Oag = , oas =T.2,356.10°

83 .10

Pac =

Trecho BC:

O torque no trecho BC pode ser
calculado da forma:

Tc T .20
" n 40*
32

TB[; = 351.858,4.mm

e, 0 angulo de torcao no trecho BC é:

T :4240°
n 40%

Tihie .
G J

. opc =T.25,753.10°®
83 .10°
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Angulo de torcio de membros circulares —

Exemplo 5.5

O angulo de torg¢ao entre as extremidades da barra é:

eac = eas + @ac = 0,02

Assim:

T.2,356.10° + T.5,753.10° = 0,02 , T =246.639,5 N.mm

Resposta: Se fosse considerado o torque de 687.223,4 N.mm ou o torque de
351.858,4 N.mm, o angulo de torcdo seria superior a 0,02 radianos, logo o
torque de 246.639,5 N.mm nao excede a tensido de 28 MPa e nao excede o
angulo de torcao de 0,02 radianos.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Angulo de torcio de membros circulares —
Exemplo 5.6

O eixo esta sujeito aos torques como apresentado abaixo. Se o mddulo de
cisalhamento € G = 80 GPa e o diametro do eixo € 14 mm, determine o
deslocamento do dente P na engrenagem A. O eixo esta engastadoem E e o
mancal B permite que o eixo gire livremente..

40 N.m
/T

280 N.m /‘
150 N.m
Fr_-"\\ !." " | \ E

100 rfm ) D Y asm
- D,3m'></
oY

04 m
\{
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Angulo de torcio de membros circulares —
Exemplo 5.6

N . ‘. 4 4
O momento polar de inércia do eixo é: [ nsc; " n.3‘[24 _ J=3771.5 mm*

Tac: Ene: 150407 . D430° o« v
. —— — . = 0,199 rad (anti-horario
Trecho AC: C @arc T 57795 - BOAT PAC ( )

Tep Lop 130:10° . 0,3.10° _ iy
. - = : co = 0,129 rad (horario
Trecho CD: D B0~ e ™ mpues onine’ P ( )

T L 170.10° . 0,5.10° .
Trecho DE: )cme= B s+ ¢DE=0282rad (horério)

O angulo de tor¢cao entre as extremidades A/E é:
; OuE = - oaic + oo + ope =-0,199 + 0,129 + 0,282 |, oae =0.212rad (horario)
Assim, o deslocamento angular do ponto P:

op = oae - R=0,212.100 , &p=21,2 mm
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Angulo de torcio de membros circulares —
Exemplo 5.7

Um motor de 200 kW gira a 250 rpm. Para a engrenagem em B €& transmitido
90 kW e para a engrenagem em C 110 kW. Determine o menor diametro
permissivel d se a tensao admissivel € de 50 MPa e o angulo de tor¢ao entre
o motor e a engrenagem C ¢é limitado a 15°. Considerar G = 80GPa e
1kW=60000Nm/mim.

200 KW | 90 kW 110 kW
d -
motor L i }
s I
1.8 m ‘ 1.2 m
- il ,‘
B C
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Angulo de torcio de membros circulares —
Exemplo 5.7

Trecho motor-engrenagem B:

A relacdo entre poténcia e torque
entre o motor e a engrenagem B é
dada pela rotacao do eixo:

Pmotar = Tmotor - @
200 . 60000 = Tmotor - 250 . 27

Da expressao para calculo da tensao
maxima eq. (5.4), pode-se determinar
o diametro d no trecho entre o motor e
a engrenagem B.

Td/2 7639.10°
= C50="22 0 d=92mm
i o d* n d
32 18

Trecho BC:

De maneira analoga, a relacao entre
poténcia e torque no trecho BC é
dada pela rotacao do eixo:

PBC = TBC .
110 . 60000 = Tgc . 250 . 2n
Tec =4202 N'm

e, da expressao de tensao maxima,
pode-se determinar o didametro do
eixo neste trecho:

3
T2 202000 oo
t d x d
32 16
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Angulo de torcao de membros circulares —

Exemplo 5.7

Da expressao que fornece o angulo de torcao entre as extremidades do eixo,
pode-se determinar um outro didmetro:

Q@cimotor = @ciB + ©Bimotor

_TemwLl  TmotorL
Pcimotor = GJ + G

4202.10°.12.10° 7639.10°.18.10° _15
180

Pcrmotor = d=55mm

4 4
80,109 80.103.9"
32 32

Resposta: Para que nenhum dos critérios de projeto sejam desrespeitados, o
didmetro deve ser, d = 92 mm.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Angulo de torcao de membros circulares —

Exemplo 5.8

O eixo de raio ¢ mostrado na figura € submetido a um torque distribuido t,
medido como torque por unidade de comprimento do eixo. Determine o angulo
de torcao do ponto A.
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Angulo de torcao de membros circulares —

Exemplo 5.8

a — Calculo do torque resistente TB: b — Calculo do torque interno T(x):

L
ik = B -
P Ty i tdx=0 *'-'//;“{b\ﬁ_"
, ) ‘\
=1 S\ 2 L 4 Ts N ";./\\.-'
tu[n[—] ]}dx=0, TE=tﬂ[ }
L
0

T — ot e (B2 55k ) \_/
B £ 3 LZ 3 0

c — Calculo do angulo de torgao ¢A:
B T(x)dx I x>
:13,&.—! G b —ag['ra—tﬂ[mﬁndx

1 % ¥ AETNPY
WY B s B | T2 [
*a GJ{B ”[2+12L?]] A GJl:3“ “[2+12|_2

ST
4G

Pa
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5.7 — Formula da torcao para eixos com diferentes
materiais

Considere um eixo de secao circular composto de um tubo de material
1 e uma barra interna de material 2 solicitado por um torque.

Figura 5.8 — Secao transversal de um eixo com diferentes materiais

A lei de Hooke para o cisalhamento em um materialié 1, =G, .y, e 0
torque interno pode ser obtido através da expressao:

T=J"Edﬂp
A
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5.7 — Formula da torcao para eixos com diferentes
materiais
Usando a lei de Hooke e tomando uma area infinitesimal circular,
— : . M
dA=2mpdp, o torque interno pode ser dado por: T jGi Tty
0

Ymax P

Por semelhanca de triangulos, tem-se que: 1= :
:

n
rIJ'rI'IT{:I.'i{
Substituindo a eq. (5.14) na eq. (5.13), temos: T=T£Gr 2mp° dp

Chamando de rigidez equivalente em torgcao, <GJ>, a integral,
M
<GJ>=[G2np’ dp
0

T
Pode-se determinar a relacao: e T
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5.7 — Formula da torcao para eixos com diferentes
materiais

Substituindo a eq. (5.17) na relacao que fornece a deformacao angular
Y numa posicao qualquer p, tem-se que:

_ T
{GJ}P
Finalmente, substituindo a eq. (5.18)

|

T
i =Gj P
<G >
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Torcao para eixos com diferentes materiais —

Exemplo 5.9

Um eixo circular é feito pela compressao de um tubo de aluminio em uma
barra de latao, para formar uma secao de dois materiais, que entao agem
como uma unidade. (a) Se, devido a aplicagcao de um torque T, aparecer uma
tensdo de cisalhamento de 7 kgf/mm? nas fibras externas do eixo, qual é a
magnitude do torque T? (b) Se o eixo tem 1 m de comprimento, qual sera o
angulo de torcdo devido ao torque T? Para o aluminio E=7x103 kgf/mm?2,
G=2,8x103 kgf/mm? e para o latdo E=11,2x103 kgf/mm?2, G=4,28x103 kgf/mm?.

A
250 mim m 150 mm
Y R
aluminio
Y
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Torcao para eixos com diferentes materiais —

Exemplo 5.9

A rigidez equivalente em torcao para o eixo em questao é:

4
BN Bl B, — B Y

+2.5.1ﬂ3.%[25cr‘ ~150*)

<GJ> = 1,14 . 10" kgf/mm®

A maxima tensdo no aluminio é:

-
a'-::GJ:r—

T—,fzms. T=228.10° kgfmm
114.10

=0 p ,7=28.10°

O angulo de torcdo do eixo pode ser determinado por uma expressao
semelhante aquela para eixos em um unico material, eq. (5.11).

__TL _228.10°1.10°
FTLGI> 114107

. ©=0,02rad
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5.8 — Membros macicos nao circulares

As premissas enunciadas anteriormente para eixos de secao circular
nao se aplicam para este caso.

b
i .
Tmax
e
x
;,.J'l'f-""" e c
\ Pl Sy

As expressoOes para determinar a maxima tensao e o angulo de torcao
em eixos de sec¢ao retangular sdo como seguem:

T
Tmax = 5
a b ¢t
T L
D= 3
Pbc’ G
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5.8 — Membros macicos nao circulares

T TL
Tmax = ‘LF":I_jhEgE

a b ¢

onde os coeficientes a e 3 sao determinados pela relacdo entre os
lado do retangulo:

blc 1.0 1.5 2,0 3,0 6.0 10,0 o0
o 0,208 0,231 0.246 0,267 0,299 0.312 0,333
B 0,141 0,196 0.229 0,263 0,299 0,312 0,333
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Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo
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Capitulo 6 — TENSAO DE FLEXAO EM VIGAS

6.1 — Premissa cinematica basica

6.2 — Formula da flexao elastica

6.3 — Centroide de area
= 6.4 — Momento de inércia de area
= 6.5 — Flexao pura de vigas com segao assimétrica

= 6.6 — Tensao de flexdo em vigas com diferentes materiais (Método da
rigidez equivalente)
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6.1 — Premissa cinematica basica

Hipotese fundamental da teoria da flexao: As secbes planas de uma
viga, tomadas normalmente a seu eixo, permanecem planas apos a
viga ser submetida a flexdao. Hipotese valida quando o material se
comporta elasticamente ou plasticamente, desde que a relacao

espessura/comprimento da viga seja pequena.

f\ 0]
|III \I"-.I
p = raio de curvatura
| A D' D
centréide .' 5 || \i i i:ﬂ?rgme
A D \J M |III D’ M i b __\'!_,-f’;
! ? L 5 C§ —_.JI__ql_A__ff— - * a_'l._ — ,k'_._:;“_ _/ﬁ-u
- |I o Dt — _),r : g f : o
e F Sz Y B _J i
8 . 1 J/ —%__ZL_E = Al _r_ - : \
B C _h‘B'_ C! I_.-.z___—_ﬂ_é__c,
a | ki |-ﬁh-
-

Figura 6.1 — Viga submetida a uma flexao pura

Resisténcia dos Materiais Il
GMEC 7006

Prof. Carlos Catunda

'I’-' CEFET/RJ 196



6.1 — Premissa cinematica basica

A expressao de deformacao linear num ponto qualquer da viga é
definida da forma:

Da hipotese de que as secdes permanecem planas depois de
deformadas, observa-se que a deformacao evolui de forma linear ao
longo da espessura da viga, onde €., € a maxima deformagao que
ocorre no ponto mais distante da superficie neutra, c. Dessa forma, a
deformacao em um ponto genérico, distante y da superficie neutra é
da forma:

Mmax
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6.2 — Formula da flexao elastica

Considerando o material trabalhando dentro da regiao elastico-linear, a
Lei de Hooke, 0 = E ¢, se aplica. Logo:

Y centréide

|
|

. !
F)

sl
o]
BN z \ / neutro
N ) |/

\

O
Figura 6.2 — Distribuicdo das tensdes de flexdao numa viga
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6.2 — Formula da flexao elastica

Impondo o equilibrio de forcas na direcao x, temos:

- S Fy=0 , J*A“x dA =0

Substituindo a eq. (6.3) na eq. (6.4), temos:

o

= E Zmax y — Zmax y J‘Aﬂydﬁu:l]
c c c

Oy

Como o,,,, € ¢ sdo valores constantes e ndo nulos:

[Ayd,q=n

De acordo com a equacao para determinar a posi¢ao do centroide...
y dA
j . =0
J oA
conclui-se que o eixo neutro passa pelo centréide da secao
transversal da viga.

¥ =
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6.2 — Formula da flexao elastica

O momento interno atuante na secdo transversal € a soma dos
momentos infinitesimais atuantes nas area dA. Assim, temos

M=Lcrx dA 'y

Substituindo a eq. (6.3) na eq. (6.7):

(9] = Tmax ,,2
max y = maxy M_L—c y dA

C -

O momento de inércia da secao transversal, |, em relagcag ao eixo que
passa seu centroide é definido como:

| = J‘A y? dA
Das egs. (6.8) e (6.9), € possivel obter a expressao da maxima tensao
de flexao: M ¢

Omax =
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6.2 — Formula da flexao elastica

Substituindo a eq. (6.10) na eq. (6.3), obtém-se a expressao genérica
de tensdo de flexao em vigas em um ponto distante y da superficie
neutra:

Mc £
Omax = Oy =E =
| C C |

A eq. (6.11) € analoga a eq. (5.5) usada para determinar a tensao de
cisalhamento um ponto qualquer de um eixo de sec¢ao circular. O sinal
negativo surge na eq. (6.11) pois:

-
Para y positivo = Tensao de compressao
- momento positivo
Para y negativo — Tensao de tracéo
4
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6.3 — Centrdide de area

Considere uma secao transversal qualquer de area A cujo centroide
esta posicionado em ¢ de coordenadas y e z com relagao aos eixos de
referénciay e z:

As expressOes para determinar a

_ dA posicao do centroide de uma secao
F_\ \R transversal sao:
) c B
? dA z dA
? J yr e E: IA
L [, dA [, dA
y A A
z b ¥ onde as integrais [, ydA e [, zdA
L sao chamadas de primeiros
-7 — momentos de area com relagcao aos

eixos z ey, respectivamente.

Figura 6.3 — Posicao do centrdide de secao transversal
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Centréide de area — Exemplo 6.1

Y
8 cm
‘-l —-—
3cm : Q;
'
[ —
A
10 cm
b
Y
Fd
2cm
il —f—
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Centréide de area — Exemplo 6.1

A secao do tipo T é por duas secles retangulares, logo as integrais podem
ser substituidas por somatorios. Logo:

y
|
2
22 0.(8.3)+0.(2.10 ‘* S
2=5; == .{:3.;2.1(0. ~0em
SA T s 3cm # 0
=1 ‘ -l
2 !
2 YA i .8
g Cye (10+15).(8.3)+5.(2.10) _pp y
2 8.3+2.10 |
Z‘ﬁ‘i zZ !
i—1 2cm|
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Centréide de area — Exemplo 6.2

Determine a posicao do centroide da secao transversal do exemplo anterior,
onde neste caso, os eixos de referéncia sdo posicionados de forma diferente.

Y
8cm
- ol
3cm # (1)
boyy | @
10 cm - zZ
Y
2cm |
g — |
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Centréide de area — Exemplo 6.2

A secao do tipo T é por duas secles retangulares, logo as integrais podem
ser substituidas por somatorios. Logo:

8 cm
2 ‘-- -
2.4A 4.(8.3)+4.(2.10
E=i=1 : 7 = { }+ { . }=4C|TI 3CIT'I¢ @
2 83+210 Z g 5
p3sT FL_.
i=1 i 7 S
10 cm L'_z
2
2 YA 15.(8.3)+ (=5).(2.10)
y=-H P e i (219)__145em Y
2 8.3+2.10 2,:m|
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6.4 — Momento de inércia de area

Considere 0s eixos y e z sobre os quais deseja-se determinar os
momentos de inércia da area A:

| dA

X

- = —

(’E—A‘:i“ Z — =

y

p

b "

Os momentos de inércia da area A com
relacdo aos eixos y, z e sao
determinados da seguinte forma:

=, 2° dA

l, = J‘A y* dA
J=Lp2 dA =1, +1,
Os eixos z e y sao chamados de eixos

principais de inércia quando passam
pelo centréide da secio. Neste caso:

. =[,yzdA=0

Figura 6.4 — Momentos de inércia de area
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Momento de inércia de area — Exemplo 6.3

Determine os momentos de inércia da secido transversal retangular de
dimensdes a e b mostrada abaixo.

y
+| dz
. I .
b/2 .——r ..
z—}
b/2
Y
-
a2 g2
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Momento de inércia de area — Exemplo 6.3

b a3
: , a
De maneira analoga: ly = e

Como os eixos y e z passam pelo centroide da secao, tem-se que:

% % 2% 2%
y Z
L= J’ydyjzdzzg = ~0
2 % o
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6.4 — Momento de inércia de area

Os momentos de inércia de uma secao com relacdo a eixos paralelos

aos eixos principais de inercia podem ser determinados pelo teorema
dos eixos paralelos:

As expressOes para determinar a

Y y Da definicio de momento de
z inércia de area dada pela eq.
— g R (6.13), o momento de inércia da

secao com relacdo ao eixo z’ é:

T\
BT )/
,ﬁ.t' \ = A |zr=L[‘_f+ﬂ‘f}2dA=L‘_f2dA+2ﬁyLydA+ﬂy2LdA
{ e

Figura 6.5 — Momentos de inércia de area com relagao a eixos paralelos
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6.4 — Momento de inércia de area

Da definicao de momento de inércia de area dada pela eq. (6.13), o
momento de inércia da secao com relacao ao eixo z’ €:

E, =L[y+ﬂy}2 dA=LyE dA+2ﬂy[ﬂy dmﬂdeA

Considerando a eq. (6.6), a expressao final do momento de inércia da
secao transversal de area A com relacao ao eixo paralelo z’ é:

IEI :lz +ﬂy2!ﬂh 1_']"

z
- A7

Por analogia, os momentos de inércia com e

v
relacao aos eixos y’' e x sao: g
2 2 A
II'I"I = y +.ﬁ2 A * \ C
Ay A
' N

Jg = Je + A%A

Zf

Resisténcia dos Materiais Il

GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda 7’-‘ CEFET/RJ 211



Momento de inércia de area com relagcao a um

eixo qualquer — Exemplo 6.4

Determine o momento de inércia da secao do tipo | com relacao aos eixos y e
z como mostrado abaixo.

3em
= |
1cm : @
vl
3cm T a— 1cm
Z
1cm )
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Momento de inércia de area com relagcao a um

eixo qualquer — Exemplo 6.4

O momento de inércia da se¢cao com relacdo ao eixo z pode ser determinado
considerando a soma dos momentos de inércia das areas retangulares que
J

formam a sec¢ao do tipo I. Logo:
‘ 3icm
-l |
Iz =7+l +1p3
1cm : A
3 =)
L =2 11322 | 1,=1225cm £
12 3cm — 1cm
z
1 3° 2
L= 2 =225 cm
SO T = -
1¢cm 3
31 2 4
- +1.3.2° [ L3=1225cm
12
l, = 26,75 cm*

gtﬁ/lslizséé%&dos Materiais il Prof. Carlos Catunda 'I’: CEFET/RJ 213



Momento de inércia de area com relagcao a um

eixo qualquer — Exemplo 6.4

..., 0 momento de inércia da secao com relagcao ao eixoy é:

ly =lys +lyz +ly3 ‘_ 3pm
L e T O }
ly = - - Tem : A
27 B "1 5
ly =475 cm* 3ch _ 1cm
pd
tem § @

Importante: O momento de inércia representa a
resisténcia de uma segao transversal em girar em

torno de um eixo. Portanto, a se¢cao acima gira mais
facilmente em torno do eixo y que do eixo z.
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6.5 — Flexao pura de vigas com secao assimeétrica

Na discussao anterior, foram analisadas somente vigas com secgoes
transversais simeétricas, porém o0 equacionamento € valido para
secoes quaisquer, desde que seus eixos sejam 0s eixos principais de

inércia.

centroide

Y
Oy r_.--r
| =
b {_ﬂ
L ; 2ixo
M e ; % (& :
&Y neutro
Figura 6.6 — Flexdo de vigas assimétricas
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6.5 — Flexao pura de vigas com secao assimeétrica

Impondo o equilibrio de momentos com relagao ao eixo y, temos:

M, = [, o, zdA

onde My € 0 momento interno resultante.

Substituindo a eq. (6.3) na eq. (6.18), e considerando que o, € C Sd0
constantes:

]

— E Emax y _ Omax Mﬁ_l,:%fﬂyzdﬂ

’ c c

Se y e z sd0 eixos principais de inércia, a integral |, yzdA é nula,
eq.(6.14). Logo, o momento interno resultante M,=0. Assim, as
equacOes deduzidas anteriormente se aplicam a uma viga de secao
transversal qualquer.
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Flexao pura de vigas com secao assimétrica —

Exemplo 6.5

Determine a tensao de flexao maxima na viga de secao do tipo | submetida a
um carregamento distribuido como mostrado abaixo:

y
I 30 kN
: 20 mm + @
wee LT T4 T '
Y
150 mm 20 mm
A s e ——
. . |
Zr g 150 mm ,/®@
Rﬁy Em RE ' jr"ﬁ
=t S I I
50 mmT ‘* 250 mm ..,‘
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Flexao pura de vigas com secao assimétrica —

=

xemplo 6.5

a — Calculo das reacoes de apoio:

l'f_-H' Rl A — —
‘jl ZME—D,RA.E 30.3=0 , Ra=15kN

|
b — Calculo do momento maximo P X
l i
Vf|EM=n,—15x+5x%+M=u | l"" Y
M=—%x2+15x (kN.m) 15T S~
dM

Myze: —=0=-5x+15 = Xx=3m
dx

Mmax x=3) = 22,5 KN.m

Resisténcia dos Materiais Ill

GMEC 7006 Prof. Carlos Catunda

'I’-' CEFET/RJ 218



Flexao pura de vigas com secao assimétrica —

Exemplo 6.5

¢ — Calculo do momento de inércia da secao:

2= lz1+ 12+ 13

3
L - 2{25{3 20

3
+250.20. 15{32}{@}

12

L. =301 4 . 49° mm"

d — Calculo da maxima tensao de flexao

Mmax -€ __ 22.5.10°%(- 170)
I 3013.10°

O max

COmax — 12,? MF’EI
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Flexao pura de vigas com secao assimeétrica —
Exemplo 6.6

Uma viga estrutural em aco do tipo T usada em balanco, é carregada da
forma mostrada na figura. Calcular a magnitude da carga P que provoca uma
deformacédo longitudinal no ponto C de +527x10-°mm/mm (alongamento) e
uma deformacao longitudinal no ponto D de -73x10-°mm/mm (encurtamento).
(I =2000cm* e E, , = 21x10° kgf/mm?).

F:I-
Ponto C Ponto D

\ /
LDJ o 175 mm § :ﬁ/_

i

\ i

&N - 175 mm
25 mm A "{TD ?y

R e L R
oo
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)
Flexao pura de vigas com secao assimeétrica —
Exemplo 6.6

lp

==t

;

¥ )TM=0,M+P.15=0 , M=-15P (kgf.m)

1,25 m

P.125.10%.(175 — 4325)
2000.10%
P = 1344 kgf

-21.10%.527.10°°
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6.6 — Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais (Método da rigidez equivalente)

Vigas com dois materiais sao comumente chamadas de vigas
compostas e sao projetadas de forma a desenvolver maneiras mais
eficientes para resistir as cargas aplicadas.

/.

™
)/

\

;

dz

s
A

3

b

/

A

Como a formula da flexao em vigas,
foi desenvolvida para o caso de
materiais homogéneos, esta
formula n&do pode ser aplicada
diretamente para determinar as
tensbes de flexdo em vigas
compostas por diferentes materiais.

Para estudar estes casos de viga,
considere uma viga composta de
dois diferentes materiais.

Figura 6.7 — Flexao de vigas compostas
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6.6 — Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais (Método da rigidez equivalente)

Supondo que E1 > E2:
y

y
i < -
= M N M

< < o R
@ ;\ ) - Etastm:ti linear @ R : "

\ oy =Eis { -

W (2) =
@ > o —k\
L 9

Impondo o equilibrio estatico das forcas na direcdo x, obtém-se a
mesma eq. (6.3). Supondo que a lei de Hooke é valida para cada
material i, € pode ser colocada da forma:

Oj = Ei G
onde g; € a tensdo num ponto situado no material i e E; € o mddulo de
elasticidade do material i.
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6.6 — Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais (Método da rigidez equivalente)

Sabendo que a evolugao das deformacgobes é da forma pela eq. (6.2), o
equilibrio estatico se pde da forma:

- "
T [EiydAa=0
Seguindo o mesmo raciocinio feito na eq. (6.6) para no caso de uma
viga homogénea, a eq. (6.21) pode usada para determinar a posicao
do eixo neutro (centroide) da secdo transversal com diferentes
materiais da seguinte maneira:

_L"Ei y dA _ ZEI Vi Ai

y = A
[EdA  TEA

onde y, € o centroide da area de material i e A, € a area de material i.
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6.6 — Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais (Método da rigidez equivalente)

O momento interno € obtido pela soma dos momentos infinitesimais.
Assim, considerando as egs. (6.2) e (6.20), temos:

2 y _ Emax 2
E—EmaxE — a5 =E; & M_—:: :iAEiE" dfﬂ*“,:

A integral da eq. (6.23) pode ser chamada de rigidez equivalente em
flexao, <El>:

<El>= LEi y’ dA =S E |

onde |; € o momento de inércia da area com material i.
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6.6 — Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais (Método da rigidez equivalente)

Substituindo a eq. (6.24 na eq. (6.23) e rearranjando, a expressao da
maxima deformacao pode ser colocada da forma:

<El>=[,Ey’dA=YE]} M — Emax LEi 2

tensao de flexao em um material i, distante y do gixo neutro € da

forma:

M
o; =-E; Y
< El>
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Tensao de flexao em vigas com diferentes

materiais (Método da rigidez equivalente) —
Exemplo 6.7

A viga composta abaixo € sujeita a um momento fletor de M=2kN.m.
Determine pelo método da rigidez equivalente as tensdes nos pontos B e C se
E...=200GPae E,  ,=12GPa.

aco mad

'> madeira 20 it
2§V/

o
C 150 mm
-
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Tensao de flexao em vigas com diferentes

materiais (Método da rigidez equivalente) —

Exemplo 6.7

a - Determinar a posicao do centréide y :

2

2 EiYiA 9 5
— 12.10°.95.150.150 + 200.10°.10.20.150 _
¥ = = , Yy =3638mm

£ 12.10%.150.150 + 200.10%.20 . 150

ZEiA1

=

b - Determinar a rigidez equivalente <EI>:

3 2
<o 2010 a0 150150 20 sse .

3
20{1.1&3{% +20.150 (36,38 — 1:::]2}

<El> =1.87.10"% N.mm?
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Flexao pura de vigas com secao assimétrica —

Exemplo 6.5

c - Determinar as tensoes:

Ponto C:

3
= M Ve _ _500.102 .2000.10" (-36,38)

ZE: 187.10"2

oc = 7,78 N/mm? = 7,78 Mpa

Ponto B:
M .2000.10° 150+ 20 — 36,38
op = —Emag yg =-12.10° ( 5 )
¢Els 187.10
og =-1,71 Mpa
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais — Exemplo 6.8

Se 0 momento maximo no ski abaixo é 77,78N.m, determine as tensoes de
flexdo no aco e na madeira se a secao transversal do ski € como apresentado
abaixo. Tome E, ,=200GPa e E,,=12GPa.).

' Y
- .
2 Hitih B(aco) A Y (madeira)
A B - Kk o
\K\I\ T/ . N el e e e el Y LS el e - _a-“';-,__,—._ § -
o i 2 I
e -~ £ mm
- . 1m - ) ‘..._mﬂmm s
o [ ]
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Estudo Dirigido - Atividade em grupo (em sala)

Tensao de flexao em vigas com diferentes
materiais — Exemplo 6.8

a — Calculo da rigidez equivalente <EI>:

3 i 2 3
<El>=2E;, {m?; +2.‘1DD.[§+%] ]+Emd[100.15 }

12

100 .23 2 100.153
<El>=2.200.10° +2.1DD{E+E] +12.103
12 42 12

<El> =6,14.10° N.mm?

b — Calculo das tensoes:

~ M ~ 3 77.78.10° .95 g
Ponto A (ago): =R WS RN e e ST RGNS
M 4 77.78.10% 75
: -_F = _-200.10 . =-18.99 Mpa
Ponto B (ago): OB =~Fago _ Y8 514.10° o8 P
. M 77.78.10% 75
Ponto C (madeira): oc =—Emad yo =-12.10° . oc=-1,14 Mpa
<El> 614.10°
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Importante!

Lista de Exercicios

Como reforgo do aprendizado do conteudo apresentado em sala de aula, sdo sugeridos
0s exercicios dispostos na lista abaixo. Bom estudo!

FERDINAND, P. B.; JOHNSTON JR, E. R; Resisténcia dos Materiais, Mc Graw-Hlill

Resisténcia dos Materiais
Capitulo
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Perguntas?

Contato:

http.//lattes.cnpq.br/9510794972870727

@carloscatunda

®@ B C

carlos.catunda@cefet-rj.br
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